Ecuacioén diferencial de variables separadas

y'=1f(x)g(y)

Teorema de existencia y unicidad de soluciones
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Resultados auxiliares 2

Férmula de sustitucién o de cambio de variables:
Si f y g’ son continuas, entonces mediante el cambio u = g(x)
se obtiene

(b)
/g ’ f(u)du = Ab f(g(x))g’(x) dx.

g(a)

Vedse el “Calculus” de M. Spivak para una demostracién.
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Si f y g’ son continuas, entonces mediante el cambio u = g(x)
se obtiene

(b)
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Vedse el “Calculus” de M. Spivak para una demostracién.

Regla de la cadena:
Definamos (fog)(x) := f(g(x)), entonces

(fog)'(x) = f'(g(x)) g’ (x).



Resultados auxiliares 3

Derivada de la funcion inversa:
y =f(x) = x=f"1(y)
1 1
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Derivada de la funcion inversa:
y =f(x) = x=f"1(y)

1 1
Y (y) = = :
( ) (.y) f’(fﬁl(y)) f‘/(X)
Con la notacién de Leibniz,
x_ 1
dy dy’

dx



Teorema de existencia y unicidad

Teorema

Sea la ecuacidn diferencial

y'=f(x)g(y) (1)

con f(x) continua para a < x < b y g(y) continua, g(y) # 0, para
c <y <d. Sean F(x) y G(y) primitivas de f(x) y 1/g(y) en

(a, b) y (c,d), respectivamente. Sea C un ndmero para el que se
satisfaga la ecuacion

G(y) =F(x)+C (2)

para algiin punto, al menos, (x,y) € (a, b) x (¢, d).

Sea (x0, y0) € (a,b) x (c,d). Si (xo0, yo) satisface (2), entonces (2)
define “y" implicitamente como una funcién ¢ de “x” en un cierto
intervalo que contiene a xyp. Ademds, ¢ es una solucion de (1),
©(x0) = Yo, y es la dnica solucién que cumple esta condicion inicial.




Demostracion del teorema 5

DEMOSTRACION. Como G'(y) =1/g(y), G'(y) es continua y
nunca se anula. Por lo que G'(y) tiene siempre el mismo signo v,
en consecuencia, G(y) tiene una funcién inversa G=1(y). Nuestra
tarea consiste ahora en probar que existe un intervalo de x para el

que esta definida
G F(x)+ C].

Como (c, d) es un intervalo abierto y G(y) es estrictamente
creciente (o decreciente), el conjunto imagen de G es un intervalo
abierto también. Por tanto, si yp € (c, d), existe un ndmero € > 0
tal que el intervalo

G(yo) —e <y < G(y)+e¢

estd contenido en la imagen de G vy, por consiguiente, en el
dominio de G1.



Demostracion de la existencia 6

_ g Como F(xp)+C = G(yo), la continuidad

S de la funcién F(x) + C implica la exis-
- +—+——+— tenciadeund > 0 tal quesi |x—xp| <6,
R i entonces

x € (a,b), |F(x)+C—G(y)| <e.
Por consiguiente, si |[x — xg| < d, entonces
G(y)—ec< F(x)+ C < G(w) +¢;

es decir, F(x) + C se halla en el dominio de G~1. De este modo, la
existencia de un intervalo apropiado de x

X—0<x<xg+9

estd probada.



Demostracion de la existencia 7

Si x pertenece a este intervalo, aplicamos G~! a ambos
miembros de (2) y obtenemos la funcién

y = G F(x)+ C].



Demostracion de la unicidad 8

Veamos, finalmente, la demostracion de la unicidad.
Supongamos que sea ¢1(x) una funcién definida en un intervalo /
tal que xg € I, (interior de /1) con 1 C (a, b), que es solucién
de (1) y ¢1(x0) = yo. Se satisface entonces

A0 = P gl xen @)
luego, /
m — f(x), xekh,
de donde, /
. st = [ e @



Demostracion de la unicidad 9

y de aqui haciendo el cambio de variable y = 1(t) queda

x (1) B SDl(x)diy_ o e .
/xo gla (6] 1~ /sol(xO) g(y) ~ P @) /XO Fe)ds;

lo que implica

Glp1(x)] — Glp1(x0)] = F(x) — F(x0), x€h
Glp1(x)] = G(yo) + F(x) — F(x0) = F(x)+ C, x¢€h.

Si x € I, |x — xp| < d, entonces

©01(x) = GLF(x) + C].



Demostracion de la unicidad

Si p2(x) es una solucién de (1) definida en un intervalo /, con
x0 € b, b C (a, b) y tal que ¢2(x0) = yo, por un célculo andlogo al
que hemos hecho para ¢1(x) llegariamos a que si
x € b, |x — xg| < d entonces

©o(x) = GYF(x) + C].

Por lo tanto, si x € h Nk, |x — x| < 0, entonces p1(x) = @a(x);
luego w1 = w7 en un entorno de Xxp.
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