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1. Determinante wronskiano

En toda esta seccién la letra I denotara un intervalo cualquiera de la recta
real R. Es decir, el intervalo I puede ser de cualquiera de los nueve tipos

(a,b), [a,b], (a,b], [a,b) con a <,
(a,00), [a,0), (—00,b), (—00,b], (—o0,00) =R.
Si f(t) es una funcién real definida en I y el intervalo I contuviera a uno de
sus extremos finitos a o b, las derivadas f*(a) o f*(b) deben entenderse como

derivadas laterales: f*(a) := f*(a™) (derivada por la derecha), o f*(b) :=
f5(b™) (derivada por la izquierda).

Definicién 1.1. Sean fi(t), fo(t), ..., fu(t) funciones reales definidas en un
intervalo I de la recta real. Diremos que fi(t), fo(t), ..., fu(t) son lineal-
mente independientes en [ si la relacion: Para todo t €

Oélfl(t) +Oé2f2(t) ++Oénfn(t) = 0, o1, 09,...,0, € R, (1)

sélo es posible cuando ay; =0, =0,...,a, = 0.
En el caso de que se satisfaga (1) con algin a; # 0, se dird que las
funciones fi(t), fa(t), ..., fn(t) son linealmente dependientes en /.

Ejemplo 1.1. Las funciones fi(t) := t + 2, fo(t) := t — 2 son linealmente
independientes en (—o0,00) pues si existiesen unas constantes reales aq, o
tales que para todo t € (—o0, 00)

Oél<t+2)+052(t—2>207 (2)
se seguirfia que

Vt, ozlt + O[Qt + 20./1 - 20./2 = 0,
Vt, (a1 4+ ao)t + (200 — 2a5) = 0.

Por tanto, a; + a3 = 0y 2(a; — @) = 0. Sumando las ecuaciones del sistema

a1+ = O,
a1 — g = 0
resultaria 2a; = 0; lo que implicaria a; = 0. De la ecuacion segunda se de-

duciria que as = 0. Por consiguiente las funciones t+2 y £ —2 son linealmente
independientes en (—oo, 00).



Ejemplo 1.2. Estudiar la independencia lineal de las funciones t,e?, te?
en (—o0,00). Supongamos que existan constantes reales ay, as, as tales que
vVt € R,

it + age® + aste® = 0. (3)

Dividiendo por e*, queda

t
alg—i‘ag—i‘agtzo (4)
Como ,
tlggo o2t 0,

si fuera ag # 0, supongamos a3 > 0, se tendria por (4) que oo = 0; lo cual
es imposible. Por ello, ag = 0. De (4) deducimos,

t
Vit c ]R, Oélg + g = 0. (5)

Tomando limites en (5) cuando t — oo, se sigue que ay = 0. De (3), Vt €
R, a1t = 0; lo que implica a; = 0. Por consiguiente ¢, e*, te* son linealmente
independientes en (—o0, 00).

1.1. Wronskiano de fi(t), fa(t),. .., fn(t)

Definicién 1.2.

WL 200 10)= 50 5o [t
2t

Ejemplo 1.3.

t e2t teZt t th tth

Wit e* te®] = |1 2% e + 2te* = |1 2 e¥(142t)
0 4e* 2e* +2e* +4te®| |0 4e* 4de*(1+1)
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t 1t t1 0
=e¥e? |l 2 1+2t|=e"|l 2 2t =e4tHi 1?1&“'1& 1?rtH
0 4 1+t 0 4 1+t

12t 1 0
:e4t{2t‘2 1”’—‘4 1+tH:e4t[2t(1—l—t—4t)—(1+t)]

= e"[—6t* + 3t — 1]

y como la ecuacién —6t% 4 3t — 1 = 0 no tiene raices reales, se sigue que para
todo ¢ se tiene que Wt,e*, te*'] # 0.

Teorema 1. Sean fi(t),..., fn(t) funciones definidas y derivables hasta n—1
veces en un intervalo I. Si existe un tg € I tal que

WIA(E), -, fa ()] (o) # 0,

entonces fi(t), ..., fu(t) son linealmente independientes en I.
DEMOSTRACION. Si ay, ..., o, € R satisfacen
arfi(t) + -+ anfu(t) =0, Vtel, (6)

derivando sucesivas veces esta igualdad,

arfi(t) + -+ anfr(t) =0,  Vtel,

alfl(n—l)(t) et Cvnf,g”_l)(t) =0, vt e,

4

a1f1<t0) + et O‘nfn(%)
a1 fi(to) + -+ + anf(to)

0,
0

)

(7)

arf" () + -+ an £ (k) =0,

Como (7) es un sistema ecuaciones lineales de Cramer en las incégnitas
ai, ..., 0, se deduce que

o= =aq, =0.



1.2. Derivada de un determinante de funciones

Sea
D(t) := ZE;)) ZE?) , parat € I.
Entonces,
by [0 B0 at) b0)
O =1cwy aw|Tlew @)

Lo cual es facil de probar.

1.3. Formula de Abel-Liouville para el wronskiano

Teorema 2 (Abel-Liouville). Sea
2"+ ar(t)r’ + az(t)r =0 (8)

una ecuacion diferencial lineal homogénea de seqgundo orden, donde a;(t) y
as(t) son funciones reales continuas en un intervalo 1. Sean 1(t),z2(t) dos
soluciones de (8) y sea

W (t) = Wl (t), 22(t)]
su wronskiano. Entonces,
Viel,  W(t)=Ce Ju®d

DEMOSTRACION. Como




pero z(t) = —aqy (t)zi(t) — as(t)x;(t) = 0, para ¢ = 1, 2; por tanto,

1(t) [max (t)z5(t) — ag(t)za(t)]
— [~ai(t)xy(t) — as(t)x ( )] 2(t)
5 ot o

Por ende,

veel,  W(t)=—-a(t)W(t);

(9)

es decir, que W (t) satisface (9), que es una ecuacién diferencial lineal ho-
mogénea de primer orden; en consecuencia existe una constante C' tal que

W(t) = Ce™ Jm®at,

O

Veremos enseguida otra formulacién del Teorema de Abel-Liouville. Para

ello necesitamos recordar el teorema siguiente.

Teorema 3 (Teorema fundamental del célculo infinitesimal). Sea f(z) una
funcion continua en un intervalo I, sea xg un punto fijo de I, y definamos

la funcion

:/ f(t)dt, para cada x € 1.
z0

Entonces F(x) es derivable en I y su derivada viene dada por

Ejemplo 1.4. Sea

F(z) ::/ e~ dt.
1

.2
Entonces por ser e

célculo infinitesimal, para todo x real existe la derivada F'(z) y

Fl(z)=e™.

continua en todo R y por el Teorema fundamental del



También necesitamos otra expresién para la solucién del problema de
condicién inicial para una ecuacién diferencial lineal homogénea de primer

orden:
' = a(t)z,
(P) {x(to) = Iy,

donde a(t) es una funcién continua en I,ty € I, y xy es un ndmero real
cualquiera. La solucién de (P) viene dada por
x(t) = xgef:o als)ds

En efecto, por definicién ftzo a(s)ds := 0. Por tanto,

tq
x(ty) = xoe‘/to a)ds _ 000 = 3o 1 = To;

asi pues, z(t) satisface la condicién inicial. Ademads, por el Teorema funda-
mental del célculo infinitesimal, para todo t € I,

2 (t) = xoa(t)eftto oD — () (t).
Resumiendo, sin usar g, cualquier solucién de 2’ = a(t)z viene dada por
(1) = a(ty)elo @
Como W (t) satisface W'(t) = —ay(t)W(t), se sigue que para cada ty € I,

W(t) = W(t))e on®@d e (10)

1.4. Wronskiano idénticamente nulo de funciones lin-
ealmente independientes

Ejemplo 1.5. Veamos que para todo t real, W[t3,|t|3] = 0. En efecto, si
t > 0, se sigue que |t| = ¢; por tanto [¢t|* =3y

B3

W[t3v|t|3] - 3t2 3t2

=0.

Si t < 0, entonces |t| = —t; de donde, |t|> = (—t)3 = —(¢*); por lo cual,

B3 =3

32 _gp2| =0

WIE, ] = \
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En consecuencia para todo t € R, W (t) = 0. Pero, las funciones #* y |t|> son
linealmente independientes en R, ya que si aq, as son constantes reales tales
que

VteER,  ait’ + aplt] =0,

dando a t los valores particulares t =1y t = —1, deducimos

Oél—f-OéQ:O

—Oé1+06220

Sumando estas dos ecuaciones, 2as = 0; lo que implica as = 0, y, por ende,
ap = 0.

En consecuencia, a la vista del Teorema 1 podemos decir que la no anu-
lacion del wronskiano en un punto #y es condicién suficiente para la indepen-
dencia lineal de las funciones fi(t),..., f.(t), mas no es condicién necesaria.
Esto es, puede haber funciones linealmente independientes cuyo wronskiano
se anule en todos los puntos del intervalo.

Sin embargo, esta cuestién cambia drasticamente si fi(t),. .., f,(t) son
soluciones de una misma ecuacién diferencial lineal homogénea

2@+ ay ()xPD 4+ a, i (02 + ap(t)z =0

con n < p; siendo ay(t),...,a,(t) continuas en I.

1.5. Teorema de existencia y unicidad de soluciones



2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lin-
eales

Utilizaremos notaciéon matricial y unas pocas definiciones sobre funciones
vectoriales de una variable real. Si z1(t), x2(t), . . ., z,(t) son n funciones reales
de la variable real t, la funcién vectorial

designa un vector columna (o matriz columna) de n componentes para cada
valor real de t. Por definicidn, decimos que x(t) es derivable en t si

x1(t), 2a(t), ..., zp(t)
son derivables en ¢. En cuyo caso, definimos
(1)

2(1) = 1"2'(75)

2 (t)

El vector ’(t) es la derivada de x en t.
Ejemplo.- Si z;(t) = t2, zo(t) = cost, x3(t) = exp(t?) entonces

t2
x(t)= | cost
exp(t?)
es derivable y su derivada es igual a
2t
x'(t) = —sent
2t exp(t?)

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

() = anzi(t) + arexa(t) + - + a1z (1),
x5(t) = agw1(t) + anxa(t) 4+ - - + agnwn(t),

(11)
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Aqui a;; (i,7=1,2,...,n) son nimeros reales dados y z1(t), z2(t), ...,
x,(t) son las funciones incégnitas. Denotando por A = (a;;) la matriz cuadra-
da n x n formada por los coeficientes, podemos escribir el sistema (11) en la
forma matricial

mil (t) a2 -0 Qg 1 (1)
xh(t) _ a?1 agy -+ Qg xo(t) (12)
zl (t) a;ﬂ p2 **°  Gpn 2 (t)
El sistema se escribe de forma resumida asi:
x'(t) = Ax(t). (13)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden ho-
mogéneo de coeficientes constantes. Si no hay dudas, (13) lo podemos escribir
abreviadamente omitiendo la ¢:

* = Ax. (14)

Debe quedar claro que @ depende de ¢, pero A no depende: A es constante.
Resolveremos el sistema (13) bajo ciertas restricciones, muy generales. En
primer lugar, tratamos de ver si existen soluciones de la forma

x(t) = eMle

donde A\g es un numero y ¢ un vector columna distinto de

0
0
0= . N Ceros.
0
Suponemos que el vector
C1
C2
c= ) es constante.
Cn

10



Por la definiciéon de derivada de una funcién vectorial se observa que
x'(t) = NeMie (15)
Por otro lado,
Ax(t) = AeMic=eM'Ac (16)
Como #/(t) = Ax(t), de (15) y (16) se sigue que
M\ =eMAc (17)
Dividiendo ambos miembros de (17) por e*? resulta
Ac=Ac

o bien

Ac= )¢ (18)

Asf pues, (18) es una condicién necesaria para que la funcién e*’c sea una

solucién de (11). Es facil ver que (18) es también una condicién suficiente.

Resumiendo:
Proposicién 1. La funcién vectorial e’'e es una solucion del sistema di-
ferencial lineal ® = Ax si y sdélo si el nimero Ny y el vector columna ¢

satisfacen la ecuacion algebraica
Ac = \gc.
0
Nota.- La funcién nula (t) = | . | es solucién de (11), pero esta solu-
0
cién no interesa. Por ello, al buscar una solucién de la forma e**’c tratamos
de encontrar un vector ¢ # 0. Para encontrar esta solucion debemos buscar

11



un nimero A\g y un vector columna ¢ # 0 tales que Ac = A c. Esta ecuacién
es equivalente a Ac = A\ I¢c, siendo

10 - 0
I =

la matriz unidad (o identidad) de orden n. La ecuacién

Ac= )\ Ic
es equivalente a
(MI—-—A)c=0
Si ¢ ha de ser distinto de cero, entonces necesariamente el determinante
NI —A|

tiene que ser igual a 0. Una posible manera de hallar el \y que buscamos es
construir el polinomio en A

AT — A (19)
y resolver la ecuacion en la incégnita A
AT — A|=0. (20)

A continuacién si A\g es una raiz de esta ecuacion, se resuelve el sistema
homogéneo indeterminado

C1 0
Co 0
MI-A) | " |=1]. (21)
Cn, 0
C1
P ., 2
en las incégnitas cq,cq,...,c,. Una solucién ¢ = ) de (21) con no
Cn
todas las componentes ¢y, cs, ..., c, nulas, proporciona uno de los vectores

buscados.

12



Definiciones.- Dada una matriz cuadrada A de orden n se dice que el
nimero Ay es un valor propio de A si existe un vector columna n-dimensional

c no nulo tal que
Ac = )\ c.

El vector ¢ se llama vector propio de A asociado al valor propio .

Otras terminologias equivalentes

/\0 C
valor propio vector propio
autovalor autovector
valor caracteristico | vector caracteristico
raiz latente vector latente
eigenvalor eigenvector

Pero raiz (o vector) latente no es correcto en castellano, pues viene del
inglés “latent root”, donde “latent” significa oculto. El prefijo “eigen” sig-
nifica propio en aleman, y los términos “eigenvalor” y “eigenvector” son in-
necesarios; vienen del inglés donde se llaman “eigenvalue” y “eigenvector”,
respectivamente.

Ejemplo.- Sea la matriz

1 -1 4
A=[3 2 -1 (22)
2 1 -1

Vamos a hallar un valor propio y un vector propio asociado. Por lo visto
anteriormente es preciso resolver la ecuacién en A

A—-1 1 —4
AN —A|l=| -3 X—=2 1 [=X-222-5\+6=0 (23)
-2 -1 A+1

Por la regla de Ruffini encontramos que Ay = 1 es una raiz de (23):

—2-12-5-146=1-2-54+6=0

13



C1

Para encontrar un vector propio ¢ = | ¢3 | asociado a este A\g = 1, resolve-
C3
mos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales
0 1 —4 C1 0
(MI—-—A)c=|-3 -1 1 coc | =10
-2 -1 2 3 0

Escribimos este sistema en la forma
Cy — 463 =0
—301—02+03:0
—261 — Co + 203 =0

Como 2

1 . L
‘ # 0, tachamos la dltima ecuacion:

02—40320
—301—CQ+03 = 0.

Este sistema es equivalente al anterior (i.e. tiene las mismas soluciones).
Pasamos c¢3 al segundo miembro

Cy = 403
—361 — Cy — —C3
Damos a c3 un valor arbitrario; por ejemplo, :
Cy = 4
= co=41;
{ o 22%) [&=1];

—301202—1:4—1:3 — C1:—1

Asi pues, un vector propio asociado a A\g = 1 es

-1
c= 4
1
Por lo tanto,
-1 —e!
z(t)=c | 4| =14¢
1 et



es una solucién del sistema diferencial lineal homogéneo

xy (t) 1 -1 4 x1(t)
zh(t) ] =13 2 -1 xo(t)
x4 (t) 2 1 -1 x3(t)

Hemos terminado el ejemplo.
Sea ahora un x° un vector columna dado de n componentes:

0
Ty

0
Ty

0
T

x° se lee “x super cero”. Consideremos el problema de hallar la solucién x(t)
del sistema diferencial lineal @'(t) = Ax(t) que satisface la condicion inicial

w0 ') = Az
(Fo) { x(0) _ x!

Aot

La solucién de problema (P,) no es necesariamente de la forma e*’e.

Hipotesis Suplementaria: Supondremos desde ahora que la matriz de or-
den n, A, tiene n valores propios distintos. Dicho de otro modo, supondremos
que la ecuacién en A

INT— A| =0

tiene sus n raices simples. Con esta hipdtesis daremos un método de resolu-
cién. El problema (/) tiene una solucién tnica. No daremos la demostracion

de esta afirmacion ultima aqui. Sean Aq, A, ..., A, los valores propios de la
matriz A. Estamos suponiendo que son n ntimeros distintos. Sean ¢*, ¢?, .. ., "
vectores propios de A asociados a A1, Ao, ..., \,, respectivamente.

Teorema 4. Si los n valores propios de A son distintos, entonces los vectores
propios ¢, c?, ..., c" son linealmente independientes.

Sin demostracion.
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2.1. Solucién del problema (Fp)

0

Expresemos x° como combinacion lineal de los vectores propios ¢!, ¢?, ..., c™

2’ = ajet + anc® + -+ a, et

Tal combinacién existe y es tinica pues {c!, ¢?, ..., ¢"} es una base del espacio
formado por todos los vectores columna de nimeros. La solucién de (Fp) viene
dada por la férmula

x(t) = apeMie! + ape™'c? + -+ ayetic.

Demostracion: Derivemos,
x'(t) = ™A et + ane N\ + -+ anei, e
pero \;c¢' = Ac!, para i = 1,2,...,n. Por consiguiente,

m/(t) = OjleAltAcl + azeAQtACQ 4ot ane)\ntAcn

= A (a1eM'c" + aze™'c® + - 4 aetict) = Ax(t).
Ademas,
2(0) = 1M 050 4 - -4 a0 = aret £ st -+ ane® = 2.
O

Ejemplo: Resolver el problema de condicién inicial

x'(t) = Ax(t)

1
x(0) = 0
—1
con
1 -1 4
A=(3 2 -1
2 1 -1

Solucién: La matriz A es la matriz de un ejemplo anterior. Alli calculamos
uno de valores propios de A : A\; = 1. Hallemos los dos que faltan Ay, As.
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Utilizando la regla de Ruffini:

A—-1 1 —4
N —Al=| =3 X=2 1 [=X-22-5\A+6=0
-2 -1 A+1
1 2 -5 6
3 3 3 -6 — Ay = 3 es una raiz.
1 1 -2]0
1 2 5 6
-2 2 8 -6 == A3 = —2 es una raiz.
1 -4 3]0
1 2 -5 6
1 1 -1 -6 — A1 = 1 es una raiz.
1 -1 6] 0

Como las tres raices del polinomio caracteristico de A, |\ I — Al, son simples
(y A es de orden 3) estamos bajo las condiciones de la Hipdtesis Suplemen-
taria. Por lo tanto, podemos aplicar el método de resolucion dado a este
sistema diferencial lineal.

Como en el ejemplo antes mencionado, calculamos un vector propio ¢!, ¢?, ¢
asociado a cada uno de los valores propios Ai, Ao, A3, respectivamente:

-1 1 -1
c' = 41, =121, c = 1
1 1 1

Ahora busquemos la expresién del vector inicial £° como combinacién

lineal de ¢!, ¢?, ¢?:
0o_ .1 2 3
T = ocC + aec” + asC’,

1 —1 1 —1
0O l=aq| 4 |42 4+as]| 1 |;
—1 1 1 1

esto nos conduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

-1+ — a3z =1,
4a1+2a2+a3:0,

ar +ag+ag=—1,

17



cuya solucién es (aq, as, a3) = (1/3,0,—4/3). En consecuencia, la solucién
del problema de condiciones iniciales es

7 (8) o, (-

x(t)=|2o(t) | =ze' | 4 | — e | 1

23(t) 1) 3 1
—%—k“T_% —el +4e7%
=2 AT ) = [ 4(ef —e7¥)

Ejercicio.- Resolver el problema de condiciones iniciales

20 = (3 7) a0

2(0) = ((1’) .

B Jfl(t) B e7t _ 675t
x(t) = (:BQ(t)) = ((e” +e—5t)/2 .
Ejercicio.- Hallar la solucién del problema de condiciones iniciales
zh(t)) 1 =3\ [z(t)
zh(t))  \ =2 2] \xs(¢)

() = (eas),

18
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Ejercicio.- Hallar la soluciéon del problema de condiciones iniciales

[ 24(t) = 21(t) — 3ao(t) + 223(1)
zy(t) = — (1)
wy(t) = — wa(t) — 2us(1)
L ZL'3(0) 3
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3. Recurrencias lineales

Las recurrencias lineales son ecuaciones en las que la incognita es una
sucesién numérica (xy)52, que aparece linealmente. Por ejemplo, la recurren-
cia Tpio = Tpye1 + o, k= 0,1,2,... es lineal. Si buscamos una soluciéon
concreta necesitamos prescribir unas condiciones iniciales: los valores de zy =
coy x1 = ¢1. Pues o = x1+x9 = o+, y de aqui, 3 = xo+x1 = (co+0c1)+cy,
etc. Si xg = 1,21 = 1, la solucion es la famosa sucesiéon de Fibonacci:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, . ..

Pero jcudl la expresion del término general x; en funcién de k7 Busquemos
un nimero A tal que A\¥ sea una solucién de zj9 = 74 +25, k=0,1,2,...

Se debera cumplir que
)\k+2 — )\k—i—l + )\k,

lo que equivale a
>\k+2 . /\k—i-l . )\k =0

sacando factor comin \* resulta
M2 —X—=1)=0;

por tanto, si resolvemos la ecuacién A2 — X — 1 = (0 obtenemos dos valores
A1, A2 que valdrian para nuestro propédsito. Por ende,

C1+V1I+4 1445
B 2 2

A

Asi pues,

/\1:

1++5 1-v5
7 =

Hemos conseguido dos soluciones (Af)72,, (A\5)22, de la recurrencia
C(Zk+2:l'k+1—|—l’k, k20,172,...

Se puede demostrar que la soluciéon general de esta recurrencia viene dada
por una combinacién lineal de estas dos sucesiones:

k k
1 5 1—+5
Ty = a1>\lf + ag)\g = ( +2\/_> + < \/_>

2
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para k=0,1,2,...

Con ayuda de las condiciones iniciales podemos determinar los escalares
a1y g que corresponden a una solucion particular. Asi pues, en el ejemplo
de la sucesién de Fibonacci: g = 1,21 = 1 implica que

2

Ty = + Qg
1 5 1—v/5
r1 = Qg +V5 + (6) 2f

1= a7 + 9,
1 = 1+2\/5 + (6% 1_2\/5

sistema cuya solucion es

VvV o1 VB 1

02 T T Y

Por consiguiente, la solucion del problema de condiciones iniciales

o] =

T+2 = Tht1 + Tk, k:071727"'7
ZL‘():]_,Il :1,

viene dada por

NG 1+\/5k NG 1—\/5k
$k:(1—0+§>< 5 ) +(_E+§>< 5 ), k=0,1,2,...

Hay recurrencias no lineales, por ejemplo

Tpy1 = 2 + 2k — Dai +senk, k=0,1,2,...

Otra terminologia.- Las recurrencias son llamadas también ecuaciones
en diferencias finitas, por su analogia con las ecuaciones diferenciales ordi-
narias.

4. Sistemas de recurrencias lineales
Sea A una matriz n X n y consideremos la recurrencia

Yyl = Ay*, k=0,1,2,... (24)

21



donde cada y* es un vector columna n x 1. Las soluciones de (24) son suce-
siones de vectores (y*)%2, y el k en y* es un superindice y no es un exponente
(iy" #yy -y

En funcién del vector inicial y°, tenemos que

y1:14y07 y2:Ay1:A2 07.”

y en general
ybP=A%" k=12 ...

Para que esta solucion sea satisfactoria debemos conocer la potencia k-ésima

de la matriz A,
AF = AA.. A (k factores);

en funcién de k, tarea nada facil. Se podria hallar A* mediante la diagonal-
izacién de la matriz A, o mediante su forma canoénica de Jordan. Mas visto
como es resuelto el sistema (24) en alguna asignatura de Ciencias Ambien-
tales, preferimos usar el método que sigue.

Supongamos que la matriz A tiene n valores propios distintos.
Esto es, la matriz A tiene simples sus valores propios Ay, Ag, ..., \, v sean
Ci,Co, ..., C, Sus vectores propios asociados, respectivamente. Empezaremos
expresando el vector inicial y° como combinacién lineal de los vectores pro-
pios:

y' =g + anc® + -+ o

A continuacion, vemos que
y' = Ay’ = oy Ac' + A + -+ a, A"

= al)\lcl + OéQ)\QC2 +---+ Ozn)\nc".

y2 = Ayl = al)\lAcl -+ Oég)\gACz + -+ Oén)\nACn

= alA%cl + 02)302 4+ 4 an)\%cn.
Es facil ver que continuando este proceso se obtiene la solucién

y" = e ap\ic? 4+ N, k=0,1,2,... (25)
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4.1. Comportamiento asintético de las soluciones
Lema 1. Si zy es un nidmero complejo tal que |zo| < 1, entonces

lim z§ = 0.
k—o0
En este lema z(’f es una potencia z’g = 2020 - 20, (k factores).
Supongamos que los valores propios de A, ademas de ser sim-

ples, satisfacen que \; > 0 y la condicién de dominacion:

|)\2| <)\1,|/\3| </\1,...7|/\n| < A1 (26)
Por (25),
k k k
() e (3
—=aqc tay| — | "+ Fa, | — ) c". 27
AR ? ()\1 A (27)
Por la hipotesis de dominacién y el Lema 1, se tiene que Vi = 2,...,n,

Ny
Jim (x) =0

En consecuencia, existe el limite

k

]}Lrgo z_’f = oct (28)
Detallemos las componentes del vector propio ¢' y del vector y*:
11 Yik
ol — €21 7 yk _ y2k
Cn1 Ynk
Si para algin i = 1,...,n se tiene que ¢;; = 0, entonces

Jin e =0

Llamando
Y1,k+1

k1 Y2,k+1

y —=

9

Yn,k+1
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para todo j € {1,...,n} tal que ¢j; # 0, se tiene que

. Yik+1
lim 222 = ).
k—oo yjk

En efecto, si k es suficientemente grande,

N k N kel .
Yjk = ATC1, Ykl = QaA] T Gt

asi pues,
Yjkt1 041)\]f+10j1 )\
Yik 061>\1ij1 -
o bien
Yjk+1 = A1Yjk
Denotando por |y|li = |y1| + -+ + |y»| la norma sub uno de un vector
y=(y1,...,y,)T donde T designa vector transpuesto, se tiene que

"1 2 My

Si cada y;, denotase el nimero de individuos en la clase de edad j en la etapa
k-ésima se tendria que la poblacién total T'(k) := ||y*||; crecerfa (si A\; > 1),
disminuirfa (si Ay < 1), respectivamente, en la proporcién \; al pasar a la
etapa (k + 1)-ésima.

Los sistemas de recurrencias lineales son llamados también sistemas de
ecuaciones en diferencias finitas por analogia con los sistemas de ecua-
ciones diferenciales lineales ordinarias: en vez de @/(t) = Ax(t) se considera
y**t = Ay vy la funcién vectorial incégnita x(t) que depende de la variable
continua ¢, es reemplazada en esta analogia por la sucesion vectorial incognita
(y*)22, que depende de la variable discreta k.
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