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Recurrencias lineales

Las recurrencias lineales son ecuaciones en las que la incégnita es
una sucesién numérica (xx)32, que aparece linealmente. Por
ejemplo, la recurrencia x40 = Xk41 + Xk, k=0,1,2,..., es
lineal. Si buscamos una solucién concreta necesitamos prescribir
unas condiciones iniciales: los valores de xp = ¢ y x1 = ¢1. Pues
Xp =x1+ X0 = ¢+ c1,ydeaqui, x3=x +x1 = (co+ 1) + ci,
etc. Si xp = 1,x3 = 1, la solucién es la famosa sucesién de

Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: Cala, o Lirio de agua



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: Flor de Pascua



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: trillium



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: columbine



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: sanguinaria



Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: Margarita dorada
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Flores y Fibonacci

1,2,3,5,8,13,21,34,. ..

Figura: Margaritas
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Recurrencias lineales

Pero jcuadl la expresion del término general xx en funcién de k?
Busquemos un nimero X t.q. A\¥ sea una solucién de
Xkt+2 = Xk+1 + Xk, k=0,1,2,... Se deberd cumplir que

)\k+2 — )\k-l-l + )\k’

lo que equivale a
)\k+2 . )\k+1 . )\k =0

sacando factor comin \X resulta

MOZ-x-1)=0;
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Recurrencias lineales

por tanto, si resolvemos la ecuacién A2 — A — 1 = 0 obtenemos dos
valores A1, A» que valdrian para nuestro propdsito.

_1£V1I+4 1£V5

A
2 2

Asi pues,

1++/5 1-+5

M= 2



Recurrencias lineales

Hemos conseguido dos soluciones (A¥)32 ., (A5)%2, de la
recurrencia
Xk+2 = Xk+1 + Xk, k=0,1,2,...



Recurrencias lineales

Hemos conseguido dos soluciones (A¥)32 ., (A5)%2, de la
recurrencia
Xk+2 = Xk+1 + Xk, k=0,1,2,...

Se puede demostrar que la solucién general de esta recurrencia
viene dada por una combinacién lineal de estas dos sucesiones:

k k
1+ 5 1-+5
Xg = 041)\/1‘ + 042)\'2‘ = < 2\[> + an ( 2f>

para k=0,1,2,...
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Recurrencias lineales

Con ayuda de las condiciones iniciales podemos determinar los
escalares a1 y ap que corresponden a una solucién particular.
Asi pues, en el ejemplo de la sucesién de Fibonacci: xp = 1,x3 =1

implica que

X0 = a1 + o,
X1 =«

1 5 1—v/5
L +2f+a2 2\/

1=a; + ay,
1:a1

1+/5 1—/5
7 Tt



Recurrencias lineales

Con ayuda de las condiciones iniciales podemos determinar los
escalares a1 y ap que corresponden a una solucién particular.
Asi pues, en el ejemplo de la sucesién de Fibonacci: xp = 1,x3 =1

implica que
Xo = a1 + a2,
{Xl = 1+2\/§ + az 1_2\/5
1=oa;+ a,
{1 = 1+2\/§ + az 1_2‘/5

sistema cuya solucién es

V5, 1 V5, L
10

ST 2
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Por consiguiente, la solucién del problema de condiciones iniciales

Xk4+2 = Xk+1 + Xk, k=0,1,2,...,
x=1x =1,

viene dada por

NG 1+J§k V5 1 1—J§k




Recurrencias no lineales

Hay recurrencias no lineales, por ejemplo

Xip1 = xk + (2k —1)x2 +senk, k=0,1,2,...



Recurrencias no lineales

Hay recurrencias no lineales, por ejemplo
Xip1 = xk + (2k —1)x2 +senk, k=0,1,2,...

Otra terminologia.- Las recurrencias son llamadas también
ecuaciones en diferencias finitas, por su analogia con las ecuaciones
diferenciales ordinarias.
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Sea A una matriz n X n y consideremos la recurrencia
yk+1 :Ayk7 k:071,2,... (25)

donde cada y, es un vector columna n x 1. Las soluciones de (25)
son sucesiones de vectores (y, )z ,. En funcién del vector inicial
Yo, tenemos que

y1 = Ayg, yo = Ay; = A2Y07 cee

y en general
yk:AkyO, k=1,2,...
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Sistemas de recurrencias lineales

Para que esta solucién sea satisfactoria debemos conocer la
potencia k-ésima de la matriz A,

Ak := AA...A (k factores);

en funcién de k, tarea nada facil. Se podria hallar A¥ mediante la
diagonalizacién de la matriz A, o mediante su forma candnica de
Jordan. Mas visto como es resuelto el sistema (25) en alguna
asignatura de Ciencias Ambientales, preferimos usar el método que
sigue.
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Sistemas de recurrencias lineales

Supongamos que la matriz A tiene n valores propios
distintos. Esto es, la matriz A tiene simples sus valores propios
A1, A2,...,A\p Yy Sean €, Cy, ..., C, SUS vectores propios asociados,
respectivamente. Empezaremos expresando el vector inicial yq
como combinacién lineal de los vectores propios:

Yo = @1€1 + @2€2 + - - - + (€.
A continuacién, vemos que

y1 = Ayg = a1Acy + apAcy + - - - + azAc,

= a1 A1€1 + @2 A2C2 + - + apApCh.

Yy = Ayl = a1 M1 Acy + arArAcy + - - - + apA\,Ac,

= al)\%cl 5= OzzA%Cz S2o00 o Ozn/\icn.



Sistemas de recurrencias lineales

Es facil ver que continuando este proceso se obtiene la solucién

Y = ar ke FaoMser + -+ apdic,, k=0,1,2,...  (26)



Potencias convergentes a 0

Si zy es un nidmero complejo t.q. |zp| < 1, entonces

, k __
lim z5 = 0.

k—o0

n este lema z{ es una potencia z =202 " 20, actores).
En este | o pot s k fact
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Ejemplo 1: si zg = 0,99



Potencias convergentes a 0

Ejemplo 1: si zg = 0,99

0.99
0.9801
0.9703
0.9606
0.9510
0.9415
0.9321
0.9227
0.9135
0.9044
0.8953

O© 0O NOOT P WDN X
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Potencias convergentes a 0

Ejemplo 2: si zg = 0,45 — 0,60i, = |z| = 0,75



Potencias convergentes a 0

Ejemplo 2: si zg = 0,45 — 0,60i, = |z| = 0,75
K

k 2

1 | 0.4500 - 0.6000i

2 | -0.1575 - 0.5400i
3 | -0.3949 - 0.1485i
4 | -0.2668 + 0.1701i
5 | -0.0180 + 0.2366i
6 | 0.1339 + 0.1173i
7 | 0.1306 - 0.0275i

8 | 0.0422 - 0.0908i

9 | -0.0354 - 0.0662i
10 | -0.0557 - 0.0085i
11 | -0.0302 + 0.0296i
12 | 0.0042 + 0.0314i
13 | 0.0207 + 0.0116i
14 | 0.0163 - 0.0072i

15| 0.0030 - 0.0130i




Comportamiento asintético de las soluciones

Supongamos que los valores propios de A, ademas de ser
simples, satisfacen que \; > 0 y la condicién de dominacion:
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Comportamiento asintético de las soluciones

Supongamos que los valores propios de A, ademas de ser
simples, satisfacen que \; > 0 y la condicién de dominacion:

|X2] < A1, |A3] < Ary ..oy An] < Ag (27)

Por (26),

Y. A2 k A k
)\75 = 1C1 + 2 <A1> Co+ -4+ ap <A1) Cp. (28)



Comportamiento asintético de las soluciones

Por la hipdtesis de dominacién y el Lema 1, se tiene que

Vi=2,...,n,
A\ K
i — = 0.
kf;o(Al) 0

En consecuencia, existe el limite

[im yfk = (x1C1y. (29)
k—o0 1
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Detallemos las componentes del vector propio c; y del vector y,:

C11 Yik
1 Yok
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Si Ay <1y paraalgini=1,..., n se tiene que ¢j; = 0, entonces

[im Yik = 0.
k—o00

En efecto, llamando N* := {1,2,3,...} al conjunto de niimeros
naturales mayores que 1, como

Yik
lim == =0
kLoo Ak

para todo € > 0,3ky € N* t.q. Vk > ko,

< Ve

Yik
K
Al




Comportamiento asintético de las soluciones

Si Ay <1y paraalgini=1,..., n se tiene que ¢j; = 0, entonces

[im Yik = 0.
k—o00

En efecto, llamando N* := {1,2,3,...} al conjunto de niimeros
naturales mayores que 1, como
lim Yik
i

kﬂoovzo

para todo € > 0,3ky € N* t.q. Vk > ko,

Yik

< VE = Iyl < MVE (30)
1
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Teniendo en cuenta que

lim Ak =0,

k—o00
Jk; € N* t.q. Yk > k1, Ak < /2. Por tanto, llamando
ko := max(ko, k1), por (30) se sigue que

Vk > ko, yi] < MfVE



Comportamiento asintético de las soluciones

Teniendo en cuenta que
lim Ak =0,
k—o00

Jk; € N* t.q. Yk > k1, Ak < /2. Por tanto, llamando
ko := max(ko, k1), por (30) se sigue que

Vk > ko, |y,-k| < )\11(\/5 < \@\/E: Bo
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Llamando
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Y2, k+1
Yik4+1 = . J

Yn,k+1



Comportamiento asintético de las soluciones

Llamando
Y1, k+1
Y2, k+1

Yik4+1 = . J
Yn,k+1
supongamos que ag # 0; quitemos la restriccion de que A\ < 1;
para todo j € {1,...,n} t.q. ¢j1 # 0, se tiene que
lim ALy
k—o0 Yik
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En efecto, por (29)
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Por tanto,
i )\k
I )/J,k+1 1

T =1=
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1 .
= im Bk g o
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k—oo  Yjk
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Por tanto,
i )\k
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= im Bk g o
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Por tanto,
i )\k
I )/J,k+1 1

T =1=
k—oo y_jk )\1)\1
1 .
= im Bk g o
)\1 k—oo  Yijk

o Yik+1
lim ZLKHL = \1.
k—oo  Yjk
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Otra terminologia

Los sistemas de recurrencias lineales son llamados también
sistemas de ecuaciones en diferencias finitas por analogia con
los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias: en vez
de x/(t) = Ax(t) se considera y,,; = Ay,, y la funcién vectorial
incégnita x(t) que depende de la variable continua t, es
reemplazada en esta analogia por la sucesién vectorial incégnita
(Yk)32o que depende de la variable discreta k.





