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Determinante wronskiano 3

La letra | denotard un intervalo cualquiera de la recta real R. El
intervalo | puede ser de cualquiera de los nueve tipos
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Determinante wronskiano 3

La letra | denotard un intervalo cualquiera de la recta real R. El
intervalo | puede ser de cualquiera de los nueve tipos

(a, b), [a, b], (a,b], [a, b) con a < b,
(a,00), [a,00), (=00, b), (—o0, b], (—00,00) =R.

Si f(t) es una funcién real definida en [ y el intervalo / contuviera
a uno de sus extremos finitos a o b, las derivadas f()(a) o £(K)(b)
deben entenderse como derivadas laterales: f(¥)(a) := f(K)(a™)
(derivada por la derecha), o f(K)(b) := f(K)(b~) (derivada por la
izquierda).



Funciones linealmente independientes

Definicién 1

Sean fi(t), f(t), ..., fyo(t) funciones reales definidas en un
intervalo |. Diremos que estas funciones son linealmente
independientes en | si la relacion: Para todo t € |

a1fi(t) +aoh(t)+- - +anf(t) =0, a1, 00,...,a, €R, (1)

solo es posible cuando av; = 0,0 =0,...,a, = 0.




Funciones linealmente independientes

Definicion 1

Sean fi(t), f(t), ..., fyo(t) funciones reales definidas en un
intervalo |. Diremos que estas funciones son linealmente
independientes en | si la relacion: Para todo t € |

a1fi(t) +aoh(t)+- - +anf(t) =0, a1, 00,...,a, €R, (1)

solo es posible cuando ai; = 0,ap =0,...,a, = 0. En el caso de
que se satisfaga (1) con algiin «; # 0, se dird que las funciones son
linealmente dependientes en /.

v




Ejemplo 5

Las funciones fi(t) := t + 2, f2(t) := t — 2 son linealmente
independientes en (—o0, c0) pues si existiesen unas constantes
reales g, oy tales que Vt € (—o0, 00),

ai(t+2) +as(t—2) =0, (2)

se seguiria
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2a1 = 0; = a3 = 0. De la ecuacién segunda, ap = 0.



Ejemplo 5

Las funciones fi(t) := t + 2, f2(t) := t — 2 son linealmente
independientes en (—o0, c0) pues si existiesen unas constantes
reales g, oy tales que Vt € (—o0, 00),

ai(t+2) +as(t—2) =0, (2)

se seguiria

Vt, oait+ ast+ 201 — 20 =0,
Vt, (al + Oéz)t + (20&1 = 20{2) =0.

Por tanto, a3 + a2 =0y 2(a; — a) = 0. Sumando las ecuaciones
del sistema

a1 +az =0,

air—arx =0
2a; = 0; = a3 = 0. De la ecuacién segunda, ap = 0.= las

funciones t + 2 y t — 2 son linealmente independientes en
(—00, 0).



Ejemplo 6

Estudiar la independencia lineal de las funciones t,e?t, te?t en
(—o00,00). Supongamos que existan constantes reales o, az, a3
tales que Vt € R,

art + azezt + a3te2t =0. (3)
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t
041@-1-0424-0431':0 (4)



Ejemplo 6

Estudiar la independencia lineal de las funciones t,e?t, te?t en
(—o00,00). Supongamos que existan constantes reales o, az, a3
tales que Vt € R,

ait + axe®t + aste®t = 0. (3)
Dividiendo por ¢!, queda
t J—
041@-1-0424-0431'—0 (4)

Como



Sigue el ejemplo 7

si fuera a3 # 0, supongamos a3 > 0, se tendria por (4) que
oo = 0; imposible.
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t
Vt € R, 041@ +ar =0. (5)



Sigue el ejemplo 7

si fuera a3 # 0, supongamos a3 > 0, se tendria por (4) que
oo = 0; imposible. Por ello, az = 0. De (4) deducimos,

t
Vt € R, 041@ +ar =0. (5)
Tomando limites en (5) cuando t — oo, se sigue que ap = 0.

De (3), Vt € R, st = 0; lo que implica a3 = 0. Por consiguiente
t,e?t, te? son linealmente independientes en (—o0, c0).



Wronskiano de fi(t), f(t), ..., f(t)

W(t) = WIA(t), B(t), ..., fa(t)] :=
f(t) H(t) - fa(t)
fi(t) f3(t) F(t)

fl(n—l)(t) fz(n_l)(t) fn(n_l)(t)




Wronskiano de fi(t), f(t), ..., f(t)

W(t) = WIA(L), B(t), ..., fa(t)] ==
f(t) H(t) - fa(t)
fi(t) Bt) - ()
A H00 o

f(t) f(t) Kt
f(t) f(t) H(t)
f'(t) 6'(t) £'(t)

WIA(t), fa(t), 5(t)] :=




Ejemplo 9

W(t,e?, te?] = |1 2e% e?t 4 2te?t =
0 4e?t 2e%t 202 + 4te?t



Ejemplo 9

W(t,e?, te?] = |1 2e% e?t 4 2te?t = [1 2%t (1 +2t)
0 4e?t 2¢?t 202t 4 4te?t 0 4e?t 4e?t(1+t)



Sigue el ejemplo

t 1 t
=e2te?t|1 2 142t =
0 4 444t



Sigue el ejemplo

t 1 t t
=e2te?t|1 2 1+2t|=¢*|1
0 4 444t 0

s
N =)



Sigue el ejemplo

t 1 t

t 10
:e2te2t 1 2 142t :e4t 1 2 1
0 4 4+4t 04 4

O~
A = O



Sigue el ejemplo

t 1 t

t 10
:e2te2t 1 2 142t :e4t 1 2 1
0 4 4+4t 04 4

1‘ = 4e*(t - 1).



Sigue el ejemplo

W(t,e?, te®] = 4e*(t — 1) #0,Vt # 1.



Condicién suficiente de independencia lineal

Teorema 1

Sean fi(t), ..., fa(t) funciones definidas y derivables hasta n — 1
veces en un intervalo |. Si existe un ty € | t.q.

WIA(2), ..., fa(t)l(t0) # O,

entonces fi(t), ..., f»(t) son linealmente independientes en I.




Condicién suficiente de independencia lineal

Teorema 1

Sean fi(t), ..., fa(t) funciones definidas y derivables hasta n — 1
veces en un intervalo |. Si existe un ty € | t.q.

WIA(2), ..., fa(t)l(t0) # O,

entonces fi(t), ..., f»(t) son linealmente independientes en I.
DEMOSTRACION. Si a1, ..., a, € R satisfacen
arh(t) + - -+ anfa(t) =0, Vt e l, (6)

derivando sucesivas veces,

arf(t)+ -+ anfy(t)=0,  Vtel,

"V () + -+ anf" V() =0, Vel
I



Sigue la demostracién

O511[51.(t0) S ooogp Oénfn(tO) = 0,
Ozlfll(to) + -+ Oénf,;(to) =0,

K (o) + - + anf" (1) = 0,



Sigue la demostracién

O51’?].(&3) S ooogp Oénfn(tO) = 0,
Ozlfll(to) + -+ Oénf,;(to) =0,

(7)

K (o) + - + anf" (1) = 0,

Como (7) es un sistema de Cramer en las incégnitas aq, . .., ap,, se
deduce que
ay=--=a,=0.



Derivada de un determinante de funciones

Sea
D(t) := (3:23 dE ;', para t € /.
Entonces,
e |2 (8) B(t)] |a(t) b(t)
D=2 o * e a0

Lo cual es facil de probar.



Férmula de Abel-Liouville para el wronskiano

Teorema 2 (Abel-Liouville)

Sea la ecuacidn diferencial
X"+ al(t)x/ +ax(t)x=0 (8)

donde ai(t) y ax(t) son funciones reales continuas en un intervalo
I. Sean x1(t), x2(t) dos soluciones de (8) y sea

W(t) = Wha(t), x(t)]-

Entonces,

Veel,  W(t)= Ce Ja®dt




Demostracion

Como
xi(t) x(t)

WO = 1(e) x(2)

derivando resulta

x1(t) xo(t)
x1(t) x5(t)

Xl(t) Xz(t)
X (1) x3(t)

_ alt) x(t)

* ~ ) ()

W'(t) =




Sigue la demostracién

= x1(t)x5 (t) — x1 (t)x2(t);

pero x'(t) = —ay1(t)x/(t) — ax(t)xi(t) =0, i = 1,2; por tanto,

W'(t) = xi(t) [—a1(t)x(t) — ax(t)xa(t)]
— [—au(t)xq(t) — ax(t)xa(t)] x2(2)
= —a1(t)xa(t)xa(t) — ax(t)xa(t)x(t)
+a1(t)x1(t)xa(t) + ax(t)x(t)xa(t)
= —ai(t) [xa(t)x(t) — x(t)x(t)]
x1(t) x(t)
(t

() (o]~ O

= —al(t)




Sigue la demostracién

= x1(t)x5 (t) — x1 (t)x2(t);

pero x'(t) = —ay1(t)x/(t) — ax(t)xi(t) =0, i = 1,2; por tanto,

W'(t) = xi(t) [—a1(t)x(t) — ax(t)xa(t)]
— [—au(t)xq(t) — ax(t)xa(t)] x2(2)
= —a1(t)xa(t)xa(t) — ax(t)xa(t)x(t)
+a1(t)x1(t)xa(t) + ax(t)x1(t)xa(t)
= —ai(t) [xa(t)xe(t) — x(t)x(t)]
= —ay(r) [alB) ll)

i) (o] =W




Sigue la demostracién

= x1(t)x5 (t) — x1 (t)x2(t);

pero x'(t) = —ay1(t)x/(t) — ax(t)xi(t) =0, i = 1,2; por tanto,

W'(t) = xi(t) [—a1(t)x(t) — ax(t)xa(t)]
— [—au(t)xq(t) — ax(t)xa(t)] x2(2)
= —a1(t)xa(t)xa(t) — ax(t)xa(t)x(t)
+a1(t)x1(t)xa(t) + ax(t)x1(t)xa(t)
= —ai(t) [xa(t)xe(t) — x(t)x(t)]
= —ay(r) [alB) ll)

i) (o] =W




Sigue la demostracién

vVt e l, W'(t) = —a1(t)W(t); (9)

es decir, que W(t) satisface (9), que es una ecuacién diferencial
lineal homogénea de primer orden;= dC constante t. q.

W(t) = Ce~/a®dt,



Teorema fundamental del calculo infinitesimal

Veremos enseguida otra formulacién del Teorema de Abel-Liouville.



Teorema fundamental del calculo infinitesimal

Veremos enseguida otra formulacién del Teorema de Abel-Liouville.
Para ello necesitamos el teorema siguiente.

Teorema 3 (TFCI)

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo |, sea xy un punto
fijo de I, y definamos la funcion

F(x) := / f(t)dt, para cada x € |.

0




Teorema fundamental del calculo infinitesimal

Veremos enseguida otra formulacién del Teorema de Abel-Liouville.
Para ello necesitamos el teorema siguiente.

Teorema 3 (TFCI)

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo |, sea xy un punto
fijo de I, y definamos la funcion

F(x) := / f(t)dt, para cada x € |.

0

Entonces F(x) es derivable en | y su derivada viene dada por




Ejemplo

Sea



Ejemplo

Sea

F(x) ::/ et dt.
1

Entonces por ser e~ continua en todo R y por el Teorema
fundamental del calculo infinitesimal, Vx real existe la derivada
F'(x) y

F'(x)=e.



Otra férmula para la solucién de x’ = a(t)x

También necesitamos otra expresion para la solucién del problema

de condicién inicial
x" = a(t)x,
(P) -
X(to) = Xp,

donde a(t) es una funcién continua en /,ty € /, y xo es un niimero
real cualquiera.



Otra férmula para la solucién de x’ = a(t)x

También necesitamos otra expresion para la solucién del problema

de condicién inicial
x" = a(t)x,
(P) -
X(to) = Xp,

donde a(t) es una funcién continua en /,ty € /, y xo es un niimero
real cualquiera. La solucién de (P) viene dada por

x(t) = xo el 2()ds,

En efecto, por definicién fto a(s)ds := 0. Por tanto,

(to):xe] ()dS—X0e°:X0.1:XO;

asi pues, x(t) satisface la condicién inicial. Ademas, por el
Teorema fundamental del cdlculo infinitesimal, Vt € [,

X(t) = xoa(t)elo % = a(0)x(2).



Sigue: Otra férmula para la solucién de x’ = a(t)x

Resumiendo, sin usar xp, cualquier solucién de x’ = a(t)x viene

dada por

x(£) = x(to)elo %)=,



Sigue: Otra férmula para la solucién de x’ = a(t)x

Resumiendo, sin usar xp, cualquier solucién de x’ = a(t)x viene
dada por

x(£) = x(to)elo %)=,

Como W(t) satisface W'(t) = —ay1(t)W(t), se sigue que para
cada ty € /,

W(t) = W(tp)e Jo@%  vie. (10)



Wronskiano nulo de funciones lin. indeps.

Veamos que para todo t real, W([t3, |t|*] = 0. En efecto, si t > 0,
se sigue que |t| = t; por tanto [t|*> =13,y

3

312 32| = O

Wit [t’] =




Wronskiano nulo de funciones lin. indeps.

Veamos que para todo t real, W([t3, |t|*] = 0. En efecto, si t > 0,
se sigue que |t| = t; por tanto [t|*> =13,y

W[t 7‘t| ] = 3t2 3t2 =0.
Si t <0, entonces |t| = —t; de donde, |t|* = (—t)3 = —(t3); por
lo cual,
3 3
33 | T
W[t >|t‘ ] - 3t2 —3t2 =0




Sigue ejemplo W[t |t]})] =0

En consecuencia Vt € R, W(t) = 0.



Sigue ejemplo W[t |t]})] =0

En consecuencia Vt € R, W(t) = 0. Pero, t3 y |t|® son linealmente
independientes en R, ya que si az, as son constantes reales t.q.

Vt € R, o td + ot =0,
dando a t los valores particulares t =1y t = —1, deducimos
a1 +ar =0
—a1+a=0

Sumando estas ecuaciones, 2a0 = 0; = a» =0, = a3 = 0.



Figura ilustrativa

o 87

-8

Figura: Gréficas de t3y [t|> en —2 <t < 2.



Caso mas general

Por el Teorema 1 podemos decir que la no anulacién del
wronskiano en un punto tg es condicién suficiente para la
independencia lineal de las funciones fi(t), ..., f,(t), mas no es
condicién necesaria.



Caso mas general

Por el Teorema 1 podemos decir que la no anulacién del
wronskiano en un punto tg es condicién suficiente para la
independencia lineal de las funciones fi(t), ..., f,(t), mas no es
condicién necesaria. Esto es, puede haber funciones linealmente
independientes cuyo wronskiano se anule en todos los puntos del
intervalo.



Caso mas general

Por el Teorema 1 podemos decir que la no anulacién del
wronskiano en un punto tg es condicién suficiente para la
independencia lineal de las funciones fi(t), ..., f,(t), mas no es
condicién necesaria. Esto es, puede haber funciones linealmente
independientes cuyo wronskiano se anule en todos los puntos del
intervalo. Sin embargo, esta cuestiéon cambia drdsticamente si
fi(t),..., fa(t) son soluciones de una misma ecuacién diferencial
lineal homogénea de orden n

x4 ag (x4 a1 (0)X 4 an(t)x =0,

siendo a1(t), ..., an(t) continuas en /.



Caso mas general

Por el Teorema 1 podemos decir que la no anulacién del
wronskiano en un punto tg es condicién suficiente para la
independencia lineal de las funciones fi(t), ..., f,(t), mas no es
condicién necesaria. Esto es, puede haber funciones linealmente
independientes cuyo wronskiano se anule en todos los puntos del
intervalo. Sin embargo, esta cuestiéon cambia drdsticamente si
fi(t),..., fa(t) son soluciones de una misma ecuacién diferencial
lineal homogénea de orden n

x4 ag (x4 a1 (0)X 4 an(t)x =0,

siendo a1(t), ..., an(t) continuas en /. Antes de analizar el caso de
dos funciones que son soluciones de una ecuacién diferencial lineal
homogénea de segundo orden, conviene que enunciemos el teorema
de existencia y unicidad para este tipo de ecuaciones.



Teorema de existencia y unicidad de soluciones

Teorema 4

Supongamos que a1 (t) y ax(t) son funciones reales definidas y
continuas en un mismo intervalo |. Sean ty € | y ¢, c1 niimeros
reales dados. Entonces el problema de condiciones iniciales

x" + al(t)x’ + az(t)X =0,
X(to) e Co,X/(to) =C

tiene una solucidén (inica) que estd definida en todo el intervalo I.

v




Teorema de existencia y unicidad de soluciones

Teorema 4

Supongamos que a1 (t) y ax(t) son funciones reales definidas y
continuas en un mismo intervalo |. Sean ty € | y ¢, c1 niimeros
reales dados. Entonces el problema de condiciones iniciales

x" + al(t)x’ + az(t)X =0,
X(to) e Co,X/(to) =C

tiene una solucidén (inica) que estd definida en todo el intervalo I.

v

La novedad de este teorema radica que en el caso general sélo se
puede garantizar que la solucién de

x" = f(t,x,x),
X(to) = Co,X/(to) =

estd definida en un entorno [ty — J, ty + ] de to; en el caso lineal la
solucién lo esta en I, que incluso puede ser no acotado.



Wronskiano de soluciones

Teorema 5

Sean xi(t), x2(t) soluciones de
X"+ a1(t)x’ + ax(t)x = 0. (11)

Entonces x1(t), x2(t) son linealmente dependientes en el intervalo |
si y solo si existe un ty € I, t.q. W(to) = W[x1(t), x2(t)](to) = 0.




Demostracion

Si x1(t), x2(t) son linealmente dependientes en /, vamos a ver que
para cualquier ty € I, W(tp) = 0. En efecto, existen constantes
a1, ap, al menos una no nula, t.q. Vt € I, a1x1(t) + agxa(t) = 0;
derivando esta ecuacién, aix](t) + axx5(t) = 0.



Demostracion

Si x1(t), x2(t) son linealmente dependientes en /, vamos a ver que
para cualquier ty € I, W(tp) = 0. En efecto, existen constantes
a1, ap, al menos una no nula, t.q. Vt € I, a1x1(t) + agxa(t) = 0;
derivando esta ecuacién, aixi(t) + aaxj(t) = 0. Cualquiera que
sea t € | el sistema de ecuaciones lineales en las incégnitas (51, B2

Bixi(t) + Baxo(t) = 0,
Bix1(t) + Baxy(t) = 0,

admite una solucién (a1, a2) # (0,0). Por lo tanto, este sistema
no es de Cramer y su determinante debe ser nulo:




Demostracion de la parte reciproca

Reciprocamente, supongamos ahora que existe un tg € / t.q.
W (ty) = 0. Sea (A1, A2) # (0,0) una solucién del sistema de
ecuaciones lineales en las incégnitas (1, G2

Bixi(to) + Baxa(to) = 0,
Brxq(to) + Baxb(to) = 0.



Demostracion de la parte reciproca

Reciprocamente, supongamos ahora que existe un tg € / t.q.
W (ty) = 0. Sea (A1, A2) # (0,0) una solucién del sistema de
ecuaciones lineales en las incégnitas (1, G2

Bixi(to) + Baxa(to) = 0, i)
Brxq(to) + Baxb(to) = 0.

Definamos la funcién y(t) := Aixi(t) + Aaxa(t), t € 1. Por ser
y(t) una combinacién lineal de dos soluciones de (11) se sigue que
y(t) es solucién de (11).



Demostracion de la parte reciproca

Reciprocamente, supongamos ahora que existe un tg € / t.q.
W (ty) = 0. Sea (A1, A2) # (0,0) una solucién del sistema de
ecuaciones lineales en las incégnitas (1, G2
Bixi(to) + Baxa(to) = 0, (12)
ﬂlxi(to) + 52X§(t0) =0.

Definamos la funcién y(t) := Aixi(t) + Aaxa(t), t € 1. Por ser
y(t) una combinacién lineal de dos soluciones de (11) se sigue que
y(t) es solucién de (11). Ademas, por satisfacer (A1, A2) las
ecuaciones (12) se deduce que y(ty) = 0,y(tp) = 0. Pero, por la
parte de unicidad del Teorema 4, esto implica que Vt € /,y(t) = 0.



Demostracion de la parte reciproca

Reciprocamente, supongamos ahora que existe un tg € / t.q.
W (ty) = 0. Sea (A1, A2) # (0,0) una solucién del sistema de
ecuaciones lineales en las incégnitas (1, G2
Bixi(to) + Baxa(to) = 0, (12)
ﬂlxi(to) + 52X§(t0) =0.

Definamos la funcién y(t) := Aixi(t) + Aaxa(t), t € 1. Por ser
y(t) una combinacién lineal de dos soluciones de (11) se sigue que
y(t) es solucién de (11). Ademas, por satisfacer (A1, A2) las
ecuaciones (12) se deduce que y(ty) = 0,y(tp) = 0. Pero, por la
parte de unicidad del Teorema 4, esto implica que Vt € /,y(t) = 0.
Asi pues, Vt € [,

)\1X1(t) + )\2X2(t) =0

y x1(t), x2(t) son linealmente dependientes en /.



Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Si x1(t), x2(t), ..., xn(t) son n funciones reales de la variable real
t, la funcién vectorial

x(t)

Xo(t
x(t) := ( )
Xn(t)
Por definicién, x(t) es derivable en t si

x1(t), xa(t), - .., xa(t)

son derivables en t.



Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Si x1(t), x2(t), ..., xn(t) son n funciones reales de la variable real
t, la funcién vectorial

x(t)

Xo(t
x(t) := ( )
Xn(t)
Por definicién, x(t) es derivable en t si

x1(t), xa(t), - .., xa(t)

son derivables en t.

x/(t) es la derivada de x en t.



Ejemplo

Si x1(t) = t2, xo(t) = cost, x3(t) = exp(t?) entonces

es derivable y



Sistema de ecuaciones lineales, en general

x1(t) = arxa(t) + arxe(t) + - -+ + a1nxa(t),
Xé(t) = 321X1(t) + 322X2(t) TGP oo E 32,7Xn(t), (13)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Aqui, aj (i,j =1,2,...,n) son nimeros reales dados y
x1(t), x2(t), ..., xn(t) son las funciones incégnitas.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Aqui, aj (i,j =1,2,...,n) son nimeros reales dados y
x1(t), x2(t), ..., xa(t) son las funciones incdgnitas. Denotando
A = (aj), podemos escribir el sistema (13) asi



Sistema de ecuaciones lineales, en general

X{(t) ail ai2 -+ Aain Xl(t)
Xé(t) a1 ax» -+ a Xz(t

~—

Xll‘l(t) anl an2 te dnn Xn(t)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

El sistema se escribe de forma resumida asi:
X' (t) = Ax(t). (14)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden homogéneo de coeficientes constantes.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

El sistema se escribe de forma resumida asi:
X' (t) = Ax(t). (14)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden homogéneo de coeficientes constantes. Si no hay dudas, (14)
podemos omitir la t:

x = Ax. (15)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Debe quedar claro que x depende de t, pero A no depende: A es
constante. Resolveremos el sistema (14) bajo ciertas
restricciones, muy generales.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Debe quedar claro que x depende de t, pero A no depende: A es
constante. Resolveremos el sistema (14) bajo ciertas
restricciones, muy generales. En primer lugar, (Euler) tratamos
de ver si existen soluciones de la forma

x(t) = eMic




Sistema de ecuaciones lineales, en general

donde g es un ndmeroy ¢ un vector columna distinto de

0
0
0= . n ceros.
0
Suponemos que el vector
1
(&)

cC= . es constante.

Cn



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Por la definicion de derivada de una funcidn vectorial se observa
que

X(t) = Mo eMic (16)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Por la definicion de derivada de una funcidn vectorial se observa
que

X(t) = Mo eMic (16)
Por otro lado,

Ax(t) = AeMic = eV tAc (17)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Por la definicion de derivada de una funcidn vectorial se observa
que

X(t) = Mo eMic (16)
Por otro lado,
Ax(t) = AeMic = eV tAc (17)
Como x/(t) = Ax(t), de (16) y (17) se sigue que

eMirgc = eMiAC (18)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Dividiendo ambos miembros de (18) por e*o ¢,

Xoc=Ac
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o bien

Ac = )\c (19)




Sistema de ecuaciones lineales, en general

Dividiendo ambos miembros de (18) por e*o ¢,
Xoc=Ac

o bien

Ac = )\c (19)

Asi pues, (19) es una condicién necesaria para que la funcién e tc
sea una solucién de (13).



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Dividiendo ambos miembros de (18) por e*o ¢,

Xoc=Ac
o bien
Ac = )\c (19)
Asi pues, (19) es una condicién necesaria para que la funcién e tc

sea una solucién de (13). Es facil ver que (19) es también una
condicién suficiente.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Resumiendo:

Proposicion 1

La funcién vectorial e™tc es una solucién del sistema diferencial

lineal X' = Ax si y sdlo si el nimero )\ y el vector columna c
satisfacen la ecuacion algebraica

Ac = \gc.




Sistema de ecuaciones lineales, en general

Nota.- La funcién nula x(t) = | . | es solucién de (13), pero
0

esta solucién no interesa. Por ello, al buscar una solucién de la

forma e*0fc tratamos de encontrar un vector ¢ # 0. Para

encontrar esta solucién debemos buscar un nimero \g y un vector
columna ¢ # 0 tales que Ac = Mg c.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

Nota.- La funcién nula x(t) = | . | es solucién de (13), pero

0
esta solucién no interesa. Por ello, al buscar una solucién de la
forma e*0fc tratamos de encontrar un vector ¢ # 0. Para
encontrar esta solucién debemos buscar un nimero \g y un vector
columna ¢ # 0 tales que Ac = \g c. Esta ecuacidn es equivalente a
Ac = )\g lc, siendo

10 0

01 0
I = _

00 -+ 1

la matriz unidad (o identidad) de orden n.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

La ecuacidn
Ac = \lc

es equivalente a
()\0 | — A) c=0

Si ¢ ha de ser distinto de cero, entonces necesariamente el
determinante
Aol — A

tiene que ser igual a 0.



Sistema de ecuaciones lineales, en general

La ecuacidn
Ac = \lc

es equivalente a
()\0 | — A) c=0

Si ¢ ha de ser distinto de cero, entonces necesariamente el

determinante
Aol — A

tiene que ser igual a 0. Una posible manera de hallar el Ay que
buscamos es construir el polinomio en A

M — A (20)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

y resolver la ecuacidn en la incégnita A

M — A| =0. (21)



Sistema de ecuaciones lineales, en general

y resolver la ecuacidn en la incégnita A
IAl—A| =0. (21)

A continuacidn si \g es una raiz de esta ecuacidn, se resuelve el
sistema homogéneo indeterminado

C1 0
Co 0

(Ml=A) [ | =] . (22)
Cn 0

en las incégnitas ¢, ¢, .. ., Cp.



o]

)
Una solucion ¢ = | . | de (22) con no todas las componentes

Cn
c1,C, ..., Cny nulas, proporciona uno de los vectores buscados.



Valores y vectores propios

Definiciones.- Dada una matriz cuadrada A de orden n se dice
que el nimero Ag es un valor propio de A si existe un vector
columna n-dimensional ¢ no nulo t.q.

Ac = \gc.



Valores y vectores propios

Definiciones.- Dada una matriz cuadrada A de orden n se dice
que el nimero Ag es un valor propio de A si existe un vector
columna n-dimensional ¢ no nulo t.q.

Ac = \gc.
El vector c se llama vector propio de A asociado al valor propio Ag.

Otras terminologias equivalentes

Ao C
valor propio vector propio
autovalor autovector
valor caracteristico | vector caracteristico
raiz latente vector latente
eigenvalor eigenvector




Ejemplo

Sea la matriz

1 -1 4
A=(3 2 -1 (23)
2 1 -1

Vamos a hallar un valor propio y un vector propio asociado.



Ejemplo

Sea la matriz

1 -1 4
A=[3 2 -1 (23)
2 1 -1

Vamos a hallar un valor propio y un vector propio asociado. Es
preciso resolver la ecuacién en A

A-1 1 —4
M—-Aj=| -3 Xx=2 1 |[=X-2X2-5)14+6=0 (24)
-2 -1 A+1



Ejemplo

Por la regla de Ruffini encontramos que Ao = 1 es una raiz
de (24):

1°-2.1°-5.146=1-2-54+6=0



Ejemplo

Por la regla de Ruffini encontramos que Ao = 1 es una raiz
de (24):

1°-2.1°-5.146=1-2-54+6=0

a
Para encontrar un vector propio c = | ¢ | asociado a este
3
Ao = 1, resolvemos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales

0 1 —4 C1 0
(Ml—A)c=|-3 -1 1 ol|l=10
-2 -1 2 c3 0



Ejemplo

Escribimos este sistema en la forma

C2—4C3:0
—3ct—c+ca3=0
—2c1— o +2c3=0



Ejemplo

Escribimos este sistema en la forma

C2—4C3:0
—3ct—c+ca3=0
—2c1— o +2c3=0

0 1

Como ’ = 0, tachamos la dltima ecuacién:

C2—4C3 =0
—3ct—c+c =0.



Ejemplo

Este sistema es equivalente al anterior. Pasamos c3 al segundo

miembro
C = 4C3
—3C1 —C = —C3



Ejemplo

Este sistema es equivalente al anterior. Pasamos c3 al segundo

C = 4C3

—3C1 —C = —C3
Damos a c3 un valor arbitrario; por ejemplo, :
o =4 = ]
{ —H = ,

—3C1 —

miembro

—3aa=00-1=4-1=3 = aq=-1



Ejemplo

Asi pues, un vector propio asociado a A\g = 1 es



Ejemplo

Asi pues, un vector propio asociado a A\g = 1 es

-1
c= 4
1
Por lo tanto,
-1 —et
x(t)=e"'[ 4] =|4et



Ejemplo

es una solucién del sistema diferencial lineal homogéneo

x1(t) 1 -1 4 x1(t)
5t)]=(13 2 -1 xo(t)
x5(t) 2 1 -1 x3(t)

Hemos terminado el ejemplo.



Problema de condiciones iniciales

Sea ahora un xg un vector columna dado de n componentes:

X =



Problema de condiciones iniciales

Sea ahora un xg un vector columna dado de n componentes:

X10

X20
X =

Xn0

Consideremos el problema de hallar la solucién x(t) del sistema
diferencial lineal x(t) = Ax(t) que satisface la condicidn inicial
x(0) = xo:
x'(t) = Ax(t)
(Po) { x(0) = xo



Problema de condiciones iniciales

Sea ahora un xg un vector columna dado de n componentes:

X10
X20

X =

Xn0

Consideremos el problema de hallar la solucién x(t) del sistema
diferencial lineal x(t) = Ax(t) que satisface la condicidn inicial

B (1) = Ax(1)
x'(t) = Ax(t
(Po) { x(0) = xo

La solucién de problema (Pg) no es necesariamente de la forma
Aot
evfc.



Hipdtesis Suplementaria

Supondremos desde ahora que la matriz de orden n, A, tiene n
valores propios distintos.
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valores propios distintos. Dicho de otro modo, supondremos que la

ecuacién en A\
IAl—A| =0

tiene sus n raices simples.
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valores propios distintos. Dicho de otro modo, supondremos que la

ecuacién en A\
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tiene sus n raices simples. Con esta hipdtesis daremos un método
de resolucion.



Hipdtesis Suplementaria

Supondremos desde ahora que la matriz de orden n, A, tiene n
valores propios distintos. Dicho de otro modo, supondremos que la
ecuacion en A

IAl—A| =0

tiene sus n raices simples. Con esta hipdtesis daremos un método
de resolucién. El problema (Py) tiene una solucién tnica. No
daremos la demostraciéon de esta afirmacién dltima aqui.



Hipdtesis Suplementaria

Supondremos desde ahora que la matriz de orden n, A, tiene n
valores propios distintos. Dicho de otro modo, supondremos que la
ecuacion en A

IAl—A| =0

tiene sus n raices simples. Con esta hipdtesis daremos un método
de resolucién. El problema (Py) tiene una solucién tnica. No
daremos la demostracién de esta afirmacién dltima aqui. Sean

A1, A2, ..., A, los valores propios de la matriz A. Estamos
suponiendo que son n numeros distintos. Sean c1, ¢, ..., cCp
vectores propios de A asociados a A1, Ao, ..., A,, respectivamente.

Teorema 6

Si los n valores propios de A son distintos, entonces los vectores
propios c1,C, . ..,C, son linealmente independientes.

Sin demostracion.



Solucién del problema (Py)

Expresemos xg como combinacién lineal de los vectores propios
C1,Co,...,Ch

X0 = 1€1 + Q2€C2 + - - - + QpCp.

Tal combinacién existe y es tnica pues {c1,¢C2,...,C,} s una base
del espacio formado por todos los vectores columna n x 1.



Solucién del problema (Py)

Expresemos xg como combinacién lineal de los vectores propios
C1,Co,...,Ch

X0 = 1€1 + Q2€C2 + - - - + QpCp.

Tal combinacién existe y es tnica pues {c1,¢C2,...,C,} s una base
del espacio formado por todos los vectores columna n x 1. La
solucién de (Py) viene dada por la férmula

A A

x(t) = 1€ 1tc1 + azex\ztc2 + - Fape ntcn‘




Solucién del problema (Py)

Demostracion: Derivemos,

X'(t) = areMiic; + are™thocy + - - + ape™iACp



Solucién del problema (Py)

Demostracion: Derivemos,
X'(t) = areMiic; + are™thocy + - - + ape™iACp

pero A\ic; = Acj, para i =1,2,...,n.



Solucién del problema (Py)

Demostracion: Derivemos,
X'(t) = areMiic; + are™thocy + - - + ape™iACp
pero Ajc; = Ac;, para i = 1,2,..., n. Por consiguiente,

X/(t) = Ozle)qucl + 0426)‘2tAC2 44 Oéne)\"tACn

=A (ale C1 + ae™icy + -+ + apeic ) Ax(t).



Solucién del problema (Py)

Demostraciéon: Derivemos,
X'(t) = areMiic; + are™thocy + - - + ape™iACp
pero Ajc; = Ac;, para i = 1,2,..., n. Por consiguiente,
X' (t) = cpe™MtAcy + ape™tAcy + - - - + apetAc,
=A (ale C1 + ae™icy + -+ + apeic ) Ax(t).
Ademas,

Ar- An-0

x(0) = aze ¢t + ae?Vcy + - - + ane’c, =

a1C1 + Q€2 + - -+ + pCh = Xp.



Ejemplo

Resolver el problema de condicién inicial

x'(t) = Ax(t)

1
x(0) = 0
-1
con
1 -1 4



Solucién

La matriz A es la matriz de un ejemplo anterior. Alli calculamos
uno de valores propios de A : A\; = 1.
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La matriz A es la matriz de un ejemplo anterior. Alli calculamos
uno de valores propios de A : A\; = 1. Hallemos los dos que faltan
A2, As.



Solucién

La matriz A es la matriz de un ejemplo anterior. Alli calculamos
uno de valores propios de A : A\; = 1. Hallemos los dos que faltan
A2, As.

Utilizando la regla de Ruffini:

A-1 1 —4
AM—-Al=] -3 Xx=2 1 [=X-2X2_-5)\+6=0
R D R
1 2 5 6
3 3 3 -6

1 1 2] 0



Solucién

La matriz A es la matriz de un ejemplo anterior. Alli calculamos
uno de valores propios de A : A\; = 1. Hallemos los dos que faltan
A2, As.

Utilizando la regla de Ruffini:

A—1 1 —4
AM—-Al=] -3 Xx=2 1 [=X-2X2_-5)\+6=0
—2 -1 X+1
1 -2 5 6
3 3 3 -6 = A> = 3 es una raiz.

1 1 2] 0



Solucién




Solucién

1 2 5 6
-2 -2 8 -6 — A3 = —2 es una raiz.




Solucién

1 1 -1 -6 — A1 = 1 es una raiz.




Solucién

Como las tres raices del polinomio caracteristico de A, |A1 — A|,
son simples (y A es de orden 3) estamos bajo las condiciones de la
Hipdtesis Suplementaria.



Solucién

Como las tres raices del polinomio caracteristico de A, |A1 — A|,
son simples (y A es de orden 3) estamos bajo las condiciones de la
Hipdtesis Suplementaria. Por lo tanto, podemos aplicar el método
de resolucién dado a este sistema diferencial lineal.

Calculamos un vector propio c1, €y, €3 asociado a cada uno de los
valores propios A1, A2, A3, respectivamente:

-1 1 -1
C1 = 4 5 Cy = 2 9 C3 = 1
1 1 1



Solucién

Ahora busquemos la expresién del vector inicial X como
combinacién lineal de c1, ¢y, c3:

Xg = a1€1 + (a2 + (3C3,



Solucién

Ahora busquemos la expresién del vector inicial X como
combinacién lineal de c1, ¢y, c3:

Xg = a1€1 + (a2 + (3C3,

1 -1 1 -1
O l=a1| 4 |+ |2]4+a3| 1 |;
-1 1 1 1

esto nos conduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

—a1+ap —az =1,
4oy + 200 + az =0,
a1 +ap +az = -1,



Solucién

Ahora busquemos la expresién del vector inicial X como
combinacién lineal de c1, ¢y, c3:

Xg = a1€1 + (a2 + (3C3,

1 -1 1 -1
O l=a1| 4 |+ |2]4+a3| 1 |;
-1 1 1 1

esto nos conduce a resolver el sistema de ecuaciones lineales

—a1+ap —az =1,
4oy + 200 + az =0,
a1 +ap +az = -1,

cuya solucién es (a1, az,a3) = (1/3,0,—4/3).



Solucién

En consecuencia, la solucién del problema de condiciones iniciales

Xl(t) -1 —1
x(t)=[x(t) | =" | 4 | —ze 1
X3(t) 1 1



Solucién

En consecuencia, la solucién del problema de condiciones iniciales

es
=1 -1

)
x(t) = X2(t; =-e' | 4 | - 3¢ 1




Solucién

En consecuencia, la solucién del problema de condiciones iniciales

Xl(t) 1 -1 4 —1
X(t) = X2(t) = get 4 — ge_zt 1
X3(t) 1 1
_%f + 4e3_2t ) —et 442t
t —2t —
— 4et 4e3 — § 4(et —e 2t)




Ejercicios

Ejercicio.- Resolver el problema de condiciones iniciales

<(t) = @ 1?) (1)

Solucién.-

x(t) = (28) = (JZ l_ee;:)t/z) '



Ejercicios

Ejercicio.- Hallar la solucién del problema de condiciones iniciales
x(t)\ 1 =3\ [ x(t)
()]  \-2 2]\ x(t)
X1(0) o 0
X2(0) o 5 ’

()~ (52)

Solucién.-



Ejercicios

Ejercicio.- Hallar la solucién del problema de condiciones iniciales

(( x1(t) = x1(t) — 3x2(t) + 2x3(t)
A = = ()
GO = = lt) - 2at)
X1(0) = -2
x(0) =0
X3(0) 3





