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Maximos, minimos y puntos de ensilladu-
ra

Definicion.- Se dice que una funcion real
f(&) tiene un maximo absoluto en un punto
a de un conjunto S de R" sij

(@) < f(a) (2)

para todo £ € S. El numero f(a) se llama
maximo absoluto de f(¥) en S. Se dice que
la funcion f(&) tiene un maximo relativo en a
si la desigualdad (2) se satisface para todo &
de la interseccion de un cierto entorno B(a, d)
de a con S.

f(x) < f(a), para todo £ € B(a,d) N S.

Para § > 0, B(a,d) .={x e R": || — d|| < d}.
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Notaciones

5: (J?]_,CUQ,...,CEn) S Rnr f(f) — f(:c17$27"'7xn)
funcion real de n variables, @ = (a1,ao,...,an).

Si n = 2 escribimos f(xz1,z2) 0 bien f(x,vy).
Sin =3, queda f(x1,x9,x3) 0 bien f(x,y,z).

Caso n=2. f(x1,z2) minimo absoluto en el
punto (ai,as) € S C R? si
flai,a2) < f(z1,22) V(z1,22) € 5.

De manera clasica, f(x,y) minimo absoluto
en el punto (zg,yp) de S, con S subconjunto
del plano =z, y, Si

f(x(%yO) < f(xay) v(xay) e S.
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Analogamente, se dice que f(z,y) tiene un
minimo relativo en el punto (zg,yg) de S, si
existe un entorno B((:co,yo),é) de (zg,yp) tal
que

f(xC))yO) < f(way) \V/(ZC,y) S B((ﬂfo,yo),(S)ﬂS.

Otra terminologia
global & absoluto
local < relativo

“Piensa ..., pero actua ...
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Caso n = 3. f(x1,x2,x3) minimo absoluto en
el punto (a1,an,a3) € S C R3 s

fla1,a2,a3) < f(z1,z0,23) V(z1,z0,23) € S.

De manera clasica, f(x,y,2z) minimo absoluto
en el punto (zg,yg,20) de S, con S subcon-
junto del espacio x,vy, z, Si

f(z0,90,20) < f(z,y,2) V(z,y,2) €5

Analogamente, se dice que f(x,vy, z) tiene un
minimo relativo en el punto (zg,yg,z0) de
S, si existe un entorno B((:co,yg,zg),d) de
(z0,¥0,20) tal que f(zg,y0,20) < f(=,y,2)
V(x,y,z) € B((a:o,yo,zo),(S) nSs.
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Condicion necesaria para maximo o mini-
mo relativo

Teorema 1.-Si f(x,y) tiene un minimo rela-
tivo en el punto (xzg,yg) v admite derivadas
parciales en ese punto, entonces

fz(zo,y0) =0,  f,(x0,y0) =0

Demostracion.- Si f(xg,yo) < f(x,y) para
todo (z,y) suficientemente proximo a (xqg, yo),
entonces f(xo,yo) < f(x,yg) para todo nime-
ro real x suficientemente proximo a xg. Lla-
mando g(z) := f(x,yg) resulta g(xg) < g(x)
para = =~ zg; lo que implica que ¢'(zg) =
0. Pero, ¢ (zqg) = fi(zo,yp). Por lo tanto,
fz(x0,y0) = 0.

Considerando la funcion h(y) := f(xzq,vy), se
ve que h(y) tiene un minimo en yg y por tanto

0 = h'(yo) = fy(z0,y0).
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En general, si f(&) tiene un minimo (o0 ma-
ximo) relativo en el punto a € R"™ y existen
las derivadas parciales Dy f(ad),...,Dynf(a), se
sigue que

es decir, Vf(a@) = 0. Por otra parte, es senci-
llo encontrar ejemplos en los que la anulacion
de todas las derivadas parciales en a no impli-
Cca necesariamente la existencia de un minimo
(0 maximo) relativo en a. Esto sucede en 10s
llamados puntos de ensilladura.

Definicion.- Supongamos que f sea diferen-
ciable en @. Si V(&) = 0 el punto @ se llama
punto critico (o estacianario) de f. Un punto
critico se llama de ensilladura (o de silla) si
en todo entorno B(a,d) de a hay puntos v, 2

tales que f(¥) < f(@) y f(Z) > f(a).

En el caso n = 1, esto es, si f es funcidon
de una sola variable real z, l0os puntos donde
f'(x) = 0 se clasifican en maximos, minimos
y puntos de inflexion.
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Ejemplo 1.- Maximo relativo

2= floy) =2-22 -2 f, = —20,f) =
—2y = (x,y) = (0,0) unico punto critico.

f(0,0) =2>2— (22 +y%) = f(z,9), V(z,y).

Ejemplo 2.- Minimo relativo

2= flz,y) = 2° + 9% fr = 2z, f) = 2y =
(z,y) = (0,0) Unico punto critico. f(0,0) =
0 <z 4y? = f(z,y), V(z,y).

Ejemplo 3.- Punto de ensilladura

e = f(zy) = ay; fi = y.f) = = = (0,0)
unico punto critico.

f(0,0) = 0 y es obvio que existen puntos
(x1,y1), (x2,y>) tan proximos a (0,0) como
se desee tales que los numeros z1 € y1 tengan
Signos iguales y los numeros xo € yo tengan
signos opuestos.
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Ejemplo 4.- EIl ejemplo canodnico.

2= f(z,y) = (22 4 3y2)e(1-2°—v%)
fl. =2 zel=7"—v* _ oy <ac2 + 3y2) el—2°—y°

= —22e1 7V (~1 + 22 + 34?)

f:,; =6 yel_ajz_y2 — 2 (:C2 + 3 y2) el_wz—y2
= -2 yel_xz_y2 (—3 + 2243 y2)

Como et > 0 para todo t = fi(z,y) =0 &
—2:13(—1—|—:r;2—|—3y2) = 0;

fi(z,y) =0 —2y (-3 +224+3y%) =0.

puntos criticos

2z —1—|—:U2—|—3y2> — 0,
—3—|—a:2—|-3y2> 0.
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Siz#0,y#0=
{4+m?+mﬂzo,

—3+4+2°43y%=0.
J
2 2 _
{xgizyQ_ * jimposible!: incompatible.
xr Yy =

Por tanto, si (z,y) e€s un punto critico, tie-
ne que ser t = 0 0 y = 0. Es evidente que
(z,y) = (0,0) es una solucién. Si x = 0,y #
0,=

-2y (-3+3y%) =0,
— 343y =0,
~14y?=0,
> =1=y==1;= (z,y) = (0,+1)
Six#=0,y=0,=>
—zx(—1+49):cu

— 1422 =0,
?=1=z==1;= (z,y) = (+1,0).
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Por lo que hay 5 puntos criticos:
(07 O)a (07 1)7 (07 _1)7 (_17 O) \Y% (17 O)

Por la grafica de z = f(x,y) vy el mapa de las
curvas de nivel sabemos que: en (0,0) hay
un minimo relativo, en (0,—1) y en (0, 1) hay
maximos relativos, y en (—=1,0) v (1,0) hay
puntos de ensilladura.

Pero, iqué podemos hacer cuando no dispon-
gamos de estas graficas? Respuesta: Utilizar
el criterio dado en el teorema siguiente.
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Naturaleza de un punto critico por medio
de la matriz hessiana

Sea f(&) una funcidon real que admite deri-
vadas parciales segundas continuas D;; f(Z)
en un entorno de a € R"; se define la matriz
hessiana de f(&) en @ como sigue

(Dllf(c_i) Dicf(@) -+ Dinf(a@))
Dzlf(fi) Doz f(a) --- Dznf(fi)

H(a) .=

\Dn1f(@) Dy2f(@) - Dnnf(@))
Denotemos por pz(A) := |\l — H(a)| el po-
linomio caracteristico de la matriz H(a); es
un polinomio de grado n en la variable \. Por
ser simétrica la matriz H(a) todas las raices
de este polinomio son numeros reales.

Se dice que un numero real x es positivo si
x > 0y negativo si x <O
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Designamos por di(a),d>(a),...,dn(a) 1os me-
nores principales de la matriz hessiana:

Di1f(@) Dixf(a)
Do1f(@) Doof(a)|’

o dn(@) = |H(d)].

di(a) := D11f(a), do(a) :=

Teorema 2.- (Criterio 6 condiciones sufi-
cientes) Supongamos que a es un punto criti-
co de f(x).

(a) Sidip(a) >0 para k= 1,...,n, entonces
f(x) tiene un minimo relativo en a.

(b) Si (—1)*d,(@) >0 parak=1,...,n, en-
tonces f(x) tiene un maximo relativo en a.

(c) Si el polinomio pz(\) tiene al menos una
raiz positiva y una raiz negativa, entonces
f(x) tiene un punto de ensilladura en a.
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LLas derivadas parciales segundas de la fun-
cion f(z,vy) = (224 3y2)e(1-2°=¥%) del Ejem-
plo 4 son

02 f
D11f(;13,y3 = 2(®y) =
2el—7"—y (1 — 522 —3y°+2z%+ 6y2332) ,
02 f
D = —
12.f (2, y) axay(w,y)
4 a:yel_mz_y2 <—4 + 2243 y2) ,
82
Da1f(y2) = 52 (a.) =
4 a:yel_mz_y2 <—4 + 2243 y2) ,
02 f
Do f(y,z) = —5(x,y) =
Oy2

2_ .2
2el—2"—y <3— 15y2—x2—|—2y2w2—|—6y4).
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Por lo tanto, la matriz hessiana de f(x,y) en
cada uno de los 5 puntos criticos (zg, yo)

2 2
(%(wo,yo) 0 f (wo,yo)\

H(ﬂfo,yo) — 82f 82
\0yox (z0,%0) (éb‘o yo))

€S

H(0,0) = <20e 6Oe> dy =2e>0,d, = 12e° > 0,

Mminimo relativo

H(0,1) = <_o4 _22> ,di = —4<0,d> =48 >0,

maximo relativo

H(0,-1) = <_o4 _22> \dy = —4 < 0,dp =48 > 0,

maximo relativo
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H(-1,0) = <_o4 2) d{=-4<0,db=-16<0,7

H(1,0) = <_o4 2) di=-4<0.dy=—16<0,7?

En el caso de los puntos (—=1,0) v (1,0), las
hipotesis de los apartados (a) y (b) del Teo-
rema 2 no se cumplen. Probemos con (c¢); el
polinomio caracteristico de |la matriz

(%)

A+4 0
p(’\):‘g A—4

€S

=+ -4);

por tanto, las raices de la ecuacion p(A) =0
son A\1 = —4, > = 4; |la primera es negativa y
la segunda es positiva. En consecuencia, los
puntos (—1,0) y (1,0) son puntos de ensilla-
dura.
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Ejemplo 5.- Sea f(z,y,z) = 22 + y2 — 22.
Como f, = 2z, f, =2y, f, = —2z se ve que
(0,0,0) es el Unico punto critico. La matriz
hessiana H(x,vy, z)

(82 02 f 02 f \
@(CB,’{IJ,Z) axay(maywz) 8xaz(m7yaz)
S o) Py ey

’ I A o \4Ly Yy r,Yy, =z
Oyox Y (912/2 Y 0yoz Y
TS ) L Py
y I y I ~ ALY, 2
\828:13 Y 020y Y 522" )
es igual a
2 0 O
0O 2 O
0O 0 -2

para todo (z,y,z). Por tanto, su polinomio
caracteristico es

A—2 0 0
pMN=| 0 x=2 0 |=0-220+2);
0 0 A+ 2
Sus raices son A\ = 2 (doble) y Ao = -2

(simple).
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Como tiene al menos una positiva y otra
negativa, por Teorema 2, (c), se sigue que
(0,0,0) es un punto de ensilladura de f(z,vy, z).

Una grafica que contiene algunas superficies
de nivel de esta funcion puede verse en |la hoja
P—7, que para facilidad del lector incluimos
también en la pagina siguiente.

Obsérvese que la superficie de nivel z2 +y2 —
22 =0 es un cono que pasa por (0,0,0); que
para valores positivos de c la superficie de
nivel 2 4+ y2 — 22 = ¢ consta de una sola hoja
y para valores negativos de ¢ cada una de
estas superficies esta formada por dos hojas
situadas en los dos lados del cono.
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Xt +
I}l'!
zg
= 2
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Ajuste por minimos cuadrados

Sean x1,xo,...,xn NUMeros reales distintos vy
sean yi1,yo,...,Yn NUMeEros reales.

Problema.- Hallar los coeficientes a y b de
la recta y = ax 4+ b que mejor se ajusta a los
puntos (x1,v1),...,(xn,yn). ES decir, buscar
el punto (a,b) que hace minimo el valor de la
funcion

E(a,b) := Y (aw; +b—y)*.
1=1
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Solucion.- E(a,b) := Y7, (az; + b — y;)?.

—— =2 2az; +b—y)w; =

n n n
QCLZ:CZ-Q-FQ(?in—Q > Ty
i=1 i=1 i=1

oOF "
T > 2(ax;+b—y) =
1=1
n n
Qain—l—an—Q Zyi

=1
82E n
= 2
Jaob Z; i
O2FE
— = 2n



1-256

Puntos criticos

( n 5 n n

aZwi +be¢= inyia
=1 =1 1 =1

n n
aZ:I:Z'—I—nb: Zyz

(3)

Sean las medias

= (e z)/n y= iz v/

es decir, (z,y) es el centro de gravedad de
los puntos (z;,vy;),7 = 1,...,n. La ecuacion
segunda de (3) se puede reescribir como

ar + b =1y.

La solucion de (3) viene dada por

1 ——

L E Ty — XY

1l n 2 -2
n2i=1%; — X

a b=y — ax.
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El determinante de la matriz hessiana H(a,b)
es igual a

2
2EPE [ 02E\? ", ¢
— = 2 2 =12 )
9a2 Ob2 (8&31)) " z; " z; "

Desigualdad de Schwarz

(@-b)* < (@ @) b b)
en efecto, @-b = |al| ||5||cos€; como 0 <
cos?6 < 1, se sigue que ||@||? ||b||2cos?o <
|@]||2 ||b]|2. Si cos?6 < 1, entonces < se puede
refinar a <.

Tomando € := (1,...,1),& :
R"™, se deduce que (€ - &)?

(r1,...,2n) €
(€-e)(x-x).
: 2
Lo que equivale a (S7; 1-3;) <n¥i, a2
Como los x1,...,xn SON distintos se tiene que

<Z€":1 1- :132-)2 <nyiq xZQ

IA |
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Por lo tanto, el determinante de H(a,b) es

positivo; ademas el elemento de la posicion
O2E
1,1 de H(a,b) esﬁ—QZx > 0; por el
a 1 =1
Teorema 2 (a), la funcioén FE(a,b) tiene un
minimo relativo en el punto critico (a,b). Co-
mo E(a,b) tiende a infinito cuando a y b tien-
den a infinito; este minimo relativo es tam-
bién minimo absoluto (pues sélo hay un pun-

to critico).
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Ejemplo.- Hallar la recta y = ax + b que me-
jor se ajusta a los puntos dados por |la tabla
siguiente.

Yi

== Q3
Nk ©ONO O A WN RS

-0.4326
-1.6656
0.1253
0.2877
-1.1465
1.1909
1.1892
-0.0376
0.3273
0.1746
-0.1867
0.7258

Respuesta: y = 0,1046x2—0,6340.
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Ajuste polindmico por minimos cuadrados

Problema.- Hallar el polinomio

p(x) = ag -I-al:U—I—aQ;UQ 4+ . 4 apa™

que mejor se ajusta a los puntos

(3307 yO)a (3317 yl)a R (:Una yn)v

donde zqg,xq1,...,xn SON n+ 1 Nnumeros reales
distintos,

(m+1 <n-41). Esto es, encontrar el minimo
de la funcion

E(CLO,CL]_,GQ, .. '7a’m) L=

n
S (ag + a1z + aozf + -+ 4 amzl” — y;)?.
i=0



1-262

Resolviendo el sistema

oF
(CLO,CL]_, <o 7a’m) — 07
6%

1 =20,...,m,

se obtienen los puntos criticos.

De hecho, este sistema de ecuaciones es equi-
valente al sistema de ecuaciones normales

)
soap + s1a1 + - -+ + smam = tp
< si1ag + spa1 + -+ Spp41am = t1

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

| Smag -+ Sm+4101 + -+ somam = tm

donde

n

n
N k N k
S .= E x;, tp .= g YiZ; .

Este sistema de ecuaciones determina los a;
univocamente, y los a; resultantes nos dan el
Mminimo valor posible de E.
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Ejercicio 35.-

Sea (xg,yg) un punto critico de una funcion
f(x,y) con derivadas parciales segundas con-
tinuas en un entorno del punto (xg,vyg). Sea
A el determinante de la matriz hessiana de
f(x,y) en dicho punto.

Demostrar que si A < 0, la funcion f(z,vy)
tiene un punto de ensilladura en (xqg,y0).
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Ejercicio 36.-

Sea z = f(x,y) = x3—3zy?. Probar que (0, 0)
es un punto critico de f(x,y). Comprobar que
la matriz hessiana de f(x,y) en (0,0) es la
matriz cero 2 x 2. ASi pues, noO es posible
aplicar el Teorema 2. Deducir por observa-
cion de las curvas de nivel que f(x,y) tiene
un punto de ensilladura en (0,0).

Ejercicio 37 .-

Sea z = f(x,y) = z2y2. Probar que (0,0) es
un punto critico de f(z,y). Comprobar que
la matriz hessiana de f(x,y) en (0,0) es la
matriz cero 2 x 2. ASi pues, nO es posible
aplicar el Teorema 2. Probar que f(x,y) tiene
un minimo relativo en (0,0).
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Ejercicio 38.-

Para cada una de las funciones siguientes
identificar y clasificar los puntos estaciona-
rios:

1. f(z,y) =22+ (y — 1)2.

2. f(w,y) =a%— (y — 1)2.

3. flz,y) =142 —y2

4. f(z,y) = (z —y+ 1)=.

5. f(z,y) =222 — xy — 3y2 — 3z + 7y.

6. f(z,y) =2?—zy+y°—2z+y.



10.

11.

12.

13.

14.

[z, y) = 23 — 3ay? + ¢°.

. flz,y) = 2%y3(6 —x — ).

- f(zy) =23 + 4> — 3ay.

f(x,y) =senxzchy. EIl senoy el coseno
hiperbdolicos de t se definen asi sht =
(el —e %) /2, cht := (et +e7 1) /2. Es facil
verificar que (sht)’ = cht,(cht) = sht.

f(z,y) = e*T3¥(82% — 6y + 3y°).
flx,y) = (5bx + 7Ty — 25)e‘<x2+$y+92).

f(x,y) =senzsenysen(xz + vy).

f(z,y) = z—2y+in\/z2 +y?+3arctg ¥, (z >
0).



15. f(z,y) = (2% +y?)e~ @+,
Respuestas.-

1. Minimo absoluto en (0,1).

2. Punto de ensilladura en (0,1).
3. Punto de ensilladura en (0,0).

4. Minimo absoluto en cada punto de la rec-
tay=x+4 1.

5. Punto de ensilladura en (1,1).
6. Minimo absoluto en (1,0).

7. Punto de ensilladura en (0,0).



10.

11.

12.

13.

. Punto de ensilladura en (0,6) y en (x,0),

para todo x; minimo relativo en (0,y),0 <
y < 6; maximo relativo en (2,3) y en
(0,y) paray< 0 ey > 6.

. Punto de ensilladura en (0,0); minimo re-

lativo en (1,1).

Puntos de ensilladura en (nw + w/2,0),
siendo n un entero.

Minimo absoluto en (0,0); punto de en-
silladura en (-3, —3).

Minimo absoluto en (—gs, —55); Maximo
absoluto en (1,3).

Maximo absoluto en (7/3,7/3); minimo
absoluto en (27/3,27/3); maximo relati-
vo en (m,m); minimo relativo en (0,0);
puntos de ensilladura en (0,7) vy (m,0).



14.

15.

Punto de ensilladura en (1,1).

Maximo absoluto en cada punto de la cir-
cunferencia z2+y2 = 1; minimo absoluto

en (0,0).
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Ejercicio 39.-
Ajuste por minimos cuadrados. Dados |os pun-

tos (zg,y0) = (3,2), (z1,y1) = (3,-3);
($27y2) — (57 1) \% ($37y3) — (773)

1. Hallar la recta y = ax 4+ b que mejor se
ajusta a estos 4 puntos.

2. Hallar el polinomio de segundo grado y =
az? + bz + ¢ que mejor se ajusta a estos
4 puntos; en este caso, se debe buscar
el minimo de la funcién E(a,b,c) de las
variables a, b, c, dada por

3
E(a,b,c) := Z (amg + bx; + ¢ — yi)z.
1=0

Respuestas.-



1. y = 0,3500x — 0,6500.

2. a=0,4375,b= —3,1500,c = 4,1625.





