Algunos objetivos de la signatura

Ajustes por minimos cuadrados

Sean x1, xs, ..., x, humeros reales distintos y
sean yi, Yy, . . . , Y, NUMeros reales.



Algunos objetivos de la signatura

Ajustes por minimos cuadrados

Sean x1, xs, ..., x, humeros reales distintos y
sean yi, Yy, . . . , Y, NUMeros reales.

* Problema.- Hallar los coeficientes a y b de la
recta y = ax + b que mejor se ajusta a los
puntos (z1,y1), ..., (zn, y,). ES decir, buscar
el punto (a, b) que hace minimo el valor de la
funcion

n

E(a,b) ==Y (az; +b—1y;)°.
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Algunos objetivos de la signatura

e Problema.- Hallar el polinomio de segundo
grado y = ax? + bx + c que mejor se ajusta a
los puntos (x1,v1), - - -, (Tn, Yyn); €N este caso,
se debe buscar el minimo de la funcién
E(a,b,c) de las variables a, b, ¢, dada por

n

E(a,b,c) := Z(ax? + bz +c— y;)?.
i=1



Algunos objetivos de la signatura
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* Problema.- Hallar la elipse

mejor se ajusta a los puntos
(x1,y1),---, (Tn,yn) en el sentido de los
minimos cuadrados.



Algunos objetivos de la signatura

Ajustes de planos

Dados n puntos en el espacio
(x1,Y1,21),-- -, (Tn, Yn, 2, ) hallar el plano

2z = ax + by + ¢ que minimice el error cuadratico
total

n

E(a,b,c) := Z(aa:i + by; + ¢ — 2)°.
i=1



Algunos objetivos de la signatura

Sistemas lineales incompatibles

Sabemos que un sistema de ecuaciones lineales

:
a1121 + a19T2 + - - - + a1p,Tn = b1,

ao1x1 + agsoxy + -+ - + aspxy, = ba,

LAm1T1 + Gm2T2 + *° + GmnTn = Om,

tiene soluciones (o es compatible) si se cumple el
Teorema de Rouche-Frobenius.



Algunos objetivos de la signatura

Este teorema dice que el sistema tiene soluciones si
y solo si los rangos de las matrices

/CL11 ai2

a1 a29

\aml Am?2

son iguales.

A1n \

A2n

Gy /

/a11 ai2

a21 a29

\aml Am?2

A1n bl \
azn b9
amn bm)



Algunos objetivos de la signatura

Ejemplo 1.- El sistema

3[131 2[132 Ly — —2,

921 + 6x9 + 3x3 = —0,

tiene solucion,



Algunos objetivos de la signatura

Ejemplo 1.- El sistema

3[131 2[132 Ly — —2,

921 + 6x9 + 3x3 = —0,

tiene solucion, pues

S | = 92
rg =1y rg
9 6 3 9 6 3

—
=0



Algunos objetivos de la signatura

Ejemplo 2.- El sistema

35[;1 - 2332 + T3 = _27
911 + 6x9 + 3x3 = —6.01,

no tiene ninguna solucion,

10



Algunos objetivos de la signatura

Ejemplo 2.- El sistema

3561 - 2332 + T3 = _27
911 + 6x9 + 3x3 = —6.01,

no tiene ninguna solucion, pues

3 2 1 S
rg =1y rg
9 6 3 9 6 3

—7
—6.01

=
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Algunos objetivos de la signatura 10

Ejemplo 2.- El sistema

%1 + 272 + T3 = _27
911 + 6x9 + 3x3 = —6.01,

no tiene ninguna solucion, pues

g 2 1 3 2 1 —7
rg =1y rg —"28
9 6 3 9 6 3 —-6.01

¢ ES satisfactoria esta situacion? |Cua|quiera diria

que este segundo sistema “casi’ tiene solucion.


Juan-Miguel
Rectángulo


Algunos objetivos de la signatura

Esto llegara a ser cierto si en las ecuaciones
cambiamos el signo igual = por el signo de
aproximadamente igual ~ (6 ~ en ingles).

3ZE1 =

_2332_

9331 i

— —2,

_63:2_

- 3r3 ~ —6.01,
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Algunos objeti

vos de la signatura

Consideremos un caso mas general, hallar las
soluciones gue mejor satisfacen al sistema

A11L1 ~

aA21X]1 ~

- A19TX9 = bl

- d99T9 =~ bz

a31L1

- a30T9 =~ b3

12



Algunos objetivos de la signatura

Este sistema lo podemos reescribir en forma de
vectores columnas asi:

(a11) (a2 [b1)

a21 b2
\az1/

¢

\as2/  \bs
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Este sistema lo podemos reescribir en forma de
vectores columnas asi:

(a11) (a2 [b1)

a21 b2
\a31/

¢

a22
\ a3z \ b3
De esta forma el problema se puede reformular de

este modo: Hallar el vector del “plano” (subespacio
vectorial de dimension 2) engendrado por los



Algunos objetivos de la signatura

vectores

/@11\

a1
\a31/

que esté lo mas cerca posible del vector

(b1

b2

b
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Algunos objetivos de la signatura 15

Con lo cual este problema es equivalente al
problema de hallar la distancia de un punto a un
plano; es decir, dados un punto P y un plano 7

hallar el punto () de 7 que hace minima la distancia
PX de P aun punto cualquiera X de 7.


Juan-Miguel
Línea

Juan-Miguel
Línea


Algunos objetivos de la signatura

Con lo cual este problema es equivalente al
problema de hallar la distancia de un punto a un
nlano; es decir, dados un punto P y un plano 7
nallar el punto () de 7 que hace minima la distancia
PX de P aun punto cualquiera X de 7.

Es facil averiguar la solucion utilizando el teorema
de Pitagoras, pues () viene dado por la interseccion
de la recta que pasa por Py es perpendicular a =
con este plano. La minima distancia es PQ.
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Algunos objetivos de la signatura

Podemos observar dos figuras que ilustran esta
Idea.
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Algunos objetivos de la signatura 18

Interpretacion geometrica del

ajuste por minimos cuadrados

Dados los puntos (z1,41), ..., (zn, yn) la
busqueda de (a, b) tal que la recta y = ax + b sea
la que mejor se ajusta a los puntos en el sentido de

los minimos cuadrados, puede intepretarse de la
manera siguiente.
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Interpretacion geometrica del

ajuste por minimos cuadrados

Dados los puntos (z1,41), ..., (zn, yn) la
busqueda de (a, b) tal que la recta y = ax + b sea
la que mejor se ajusta a los puntos en el sentido de
los minimos cuadrados, puede intepretarse de la
manera siguiente.

Si miramos la formula

n

E(a,b) := Z(aazi + b —y;)°.

=il



Algunos objetivos de la signatura

vemos que se trata de hacer lo mas pequenas
posible las siguientes cantidades simultaneamente,

(ax1 +b— y1)2
(axe + b — y2)2

(ax, +b— yn)2
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Algunos objetivos de la signatura

Lo cual es equivalente a hallar la combinacion

lineal

()

o,

\7n)

+b

(1)

1

\1/

mas proxima al vector

m

Y2

\¥n/
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