4—10

Maximos, minimos y puntos de ensilladu-
ra

Definicion.- Se dice que una funcion real
f(x,v), definida en un dominio D C R? tiene
un maximo absoluto en un punto (xg,yg) € D
Si

f(zo0,y0) < f(=,y) (1)

para todo (z,y) € D. Al nimero f(xg,yg) Se
llama maximo absoluto de f(xz,y) en D. Se
dice que la funcion f(xz,y) tiene un maximo
relativo en (xg,yg) Si la desigualdad (1) se
satisface para todo (z,y) de la interseccion
de un cierto entorno B((xqo,vy0),9) de (zg,yo)
con D.

f(z,y) < f(zo,y0), para todo (z,y) € B((zo,yo), )N
D.

Para § > 0, B((z0,0),9) := {(z,y) € R?: ||(z,y)—
($Ovy0)|| < 5}
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Andlogamente, se dice que f(z,y) tiene un
minimo relativo en el punto (xzg,yg) de D, si
existe un entorno B((:co,yo),é) de (zg,yp) tal
que

f(x0,90) < f(z,y)  V(,y) € B((z0,%0),6)ND.

Otra terminologia
global & absoluto
local < relativo

“Piensa ..., pero actua ..."
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Condicion necesaria para maximo o mini-
mo relativo

Teorema 1.-Si f(x,y) tiene un minimo rela-
tivo en el punto (xzg,yg) ¥y admite derivadas
parciales en ese punto, entonces

f:lc(mOmyO) = 0, f?;(ilfo,yo) =0

Demostracion.- Si f(xg,yo) < f(x,y) para
todo (z,y) suficientemente proximo a (xzg, yg),
entonces f(xg,v0) < f(x,yp) para todo nume-
ro real x suficientemente proximo a xg. Lla-
mando g(x) := f(x,yg) resulta g(xg) < g(x)
para = = zg; lo que implica que ¢'(zg) =
0. Pero, ¢(zg) = fi(zo,yp). Por lo tanto,
fz(x0,90) = O.

Considerando la funcion h(y) := f(xzq,vy), se
ve que h(y) tiene un minimo en yg y por tanto

0 = h'(yo) = f;(z0,v0)-
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En general, si f(xz,y) tiene un minimo (o
maximo) relativo en el punto (zg,yp) € R2
y existen las derivadas parciales

a—(wo yo) of (wo,yo)

se sigue que

0 0
—f(ﬂfo,yo) = 0, —f(fvo,yo) = 0;
Ox oy

es decir, Vf(xo,yg) = 0. Por otra parte, es
sencillo encontrar ejemplos en los que la anu-
lacion de todas las derivadas parciales en (xqg, yo)
no implica necesariamente la existencia de un
minimo (0 maximo) relativo en (xqg,yg). Esto
sucede en los llamados puntos de ensilladura.
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Definicion.- Supongamos que f sea diferen-
ciable en (zg,vp). Si Vf(zg,yo) = 0 el pun-
to (xg,yg) se llama punto critico (o estacio-
nario) de f. Un punto critico se llama de
ensilladura (o de silla) si en todo entorno

B((z0,%0),9) de (zo,yo) hay puntos (z1,y1),
(z2,y2) € D tales que f(z1,y1) < f(x0,y0) ¥
f(z2,y2) > f(zo0,y0)-

Recordemos que si f(x) es funcion de una so-
la variable real x, los puntos zg donde f/(xg) =
O se clasifican en maximos, minimos y puntos
de inflexion.
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Ejemplo 1.- Maximo relativo

2= floy) =2-22 -2 f, = —20,f) =
—2y = (x,y) = (0,0) unico punto critico.

f(0,0) =2>2— (2% +y%) = f(z,9), V(z,y).

Ejemplo 2.- Minimo relativo

2= flz,y) = 22+ 9% fr = 2z, f) = 2y =
(z,y) = (0,0) unico punto critico. f(0,0) =
0 <z +y? = f(z,y), V(z,y).

Ejemplo 3.- Punto de ensilladura

e = f(zy) = 2y, fi = y.fy = = = (0,0)
unico punto critico.

f(0,0) = 0 y es obvio que existen puntos
(z1,y1), (x2,y>) tan proximos a (0,0) como
se desee tales que los numeros 1 € y1 tengan
Signos iguales y los numeros xo € yo tengan
signos opuestos.
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Ejemplo 4.- EIl ejemplo canodnico.

2= f(z,y) = (22 4 3y2)e(l-2°—v%)
fl = 2 gel=*—v° _ oy <ac2 + 3y2) el—2°—y°

= —22e1 7V (~1 + 22 + 34?)

f:,; =6 yel_ajz_y2 — 2 (:C2 + 3 y2) el_wz—y2
= -2 yel_xz_y2 (—3 + 2% 43 y2)

Como et > 0 para todo t = fi(z,y) =0 &
—2:13(—1—|—:r;2—|—3y2) = 0;

fi(z,y) =0 —2y (-3 +224+3y%) =0.

puntos criticos

2z —1—|—:U2—|—3y2> — 0,
—3—|—a:2—|-3y2) 0.
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Siz#0,y#0=
{4+m?+mﬂzo,

—3+4+2°43y%=0.
J
2 2 _
{xgizyQ_ * jimposible!: incompatible.
xr Yys =

Por tanto, si (z,y) es un punto critico, tie-
ne que ser t = 0 0 y = 0. Es evidente que
(z,y) = (0,0) es una solucién. Si x = 0,y #
0,=

-2y (-3+3y%) =0,
— 343y =0,
~14y*=0,
v =1=y==1;= (z,y) = (0,+1)
Six#=0,y=0,=>
—zx(—1+49):cu

— 1422 =0,
?=1=z==1;= (z,y) = (+1,0).
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Por lo que hay 5 puntos criticos:
(07 O)a (Oa 1)7 (Oa _1)7 (_17 O) \' (17 0)

Por la grafica de z = f(z,y) y el mapa de las
curvas de nivel sabemos que: en (0,0) hay
un minimo relativo, en (0,—1) y en (0, 1) hay
maximos relativos, y en (—=1,0) vy (1,0) hay
puntos de ensilladura.

Pero, iqué podemos hacer cuando no dispon-
gamos de estas graficas? Respuesta: Utilizar
el criterio dado en la Hoja 4—5 mediante el
determinante hessiano.



4—19

Las derivadas parciales segundas de la fun-
cion f(z,vy) = (224 3y2)e(1-2°=¥%) del Ejem-
plo 4 son

02 f
@(ﬂ%y) —

2_ .2
2el—7"—y (1 — 522 —3y2—|—2x4—|—6y2332),

02 f
4 pyel™? -y <—4 + 22 + 3y2) ,
52
4 pyel=2 Y <—4 + 22 + 3y2) ,
52

2_ .2
2el—2"—y <3— 15y2—x2—|—2y2$2—|—6y4).
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Por lo tanto, el determinante hessiano de
f(xz,y) en cada uno de los 5 puntos criticos

(20, %0)

02 f 02 f
@(fb‘o,yo) 58 (z0,v0)
A(Qﬁo,y()) — 62f 82 4
ay@qj(fﬂo,yo) a—yQ(fvo,yo)
es
A(0,0) = Qoe 6Oe A=2e>0,A=12e2 >0,
minimo relativo.
—4 0
A(O,l)z' 0 _1o VA= —-4<0,A =48 > 0,
maximo relativo.
—4 0
A(0,—-1) = ' 0 _1o VA= —-4<0,A =48 > 0,

maximo relativo.
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—4 0
0 4

punto de ensilladura,

—4 0
0 4

punto de ensilladura.

A(l,O)Z 7A:_16<07
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Ajuste por minimos cuadrados

Sean x1,xo,...,xn NUMeros reales no todos
iguales y sean yq1,yo,...,yn NUMeEros reales
cualesquiera.

Problema.- Hallar los coeficientes a y b de
la recta y = ax + b que mejor se ajusta a
los puntos (z1,y1),...,(zn,yn) €en el sentido
de los minimos cuadrados. Es decir, buscar
el punto (a,b) € R2 que hace minimo el valor
de la funcion

FE(a,b) := Z (ax; + b — yi)Q.
1=1



0.5+
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Solucion.- E(a,b) := Y7, (az; + b — y;)?.

—— =2 2az; +b—y)w =

n n n
QCLZ:CZ-Q-FQ(?in—Q > Ty
i=1 i=1 i=1

oOF "
T > 2(ax;+b—y;) =
1=1
n n
Qain—l—an—Q Zyi

=1
82E n
= 2
Jaob Z; i
O%FE
— = 2n
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Puntos criticos

( n 5 n n

aZwi +wa¢: Zfﬂiyi,
=1 =1 =1

n n
aZ:cZ-—I—nbz Zyz

(2)

\

Sean las medias

ri= O x)/n, y= v/,

es decir, (z,y) es el centro de gravedad de
los puntos (z;,vy;),7 = 1,...,n. La ecuacion
segunda de (2) se puede reescribir como

ar + b =1y.

La solucion de (2) viene dada por

1 -
n ) — ./,Uy _xy — —

aznl 1=1 122 —, b= — aZ.
nla=1%; — T

Este resultado para el valor de a puede dedu-
cirse usando la regla de Cramer para resolver
el sistema (2) mediante cocientes de deter-
minantes.



4—-26

El determinante hessiano A(a,b) es igual a
2
2EI’E [ 02E\° noo n
— =2n |2 2| — |2 -
da2 0> (aaab> " Z; “ 7,;1 v

n n 2
S E S Por
1=1 1=1

Recordemos |la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(@-b)? < (@-a)b-b)

Tomando € ;= (1,...,1),Z :=
R"™, se deduce que (e .32 <

N——

N

| /\ ('01
S
3

N

Lo que equivale a (Z?zl 1-x;
Por lo tanto, A(a,b) > 0.
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Incluso mas, como los xz1,...,xzn SOn distin-

2
tos se tiene que (Z;}zl 1-332-) < nYP qx?.
En efecto, para todo t real se tiene que

(x1t+1)2 4+ 4 (znt +1)2 > 0.
Es decir,

(@24 +a2)t2+2(x1 4+ -+ a)t+n >0,

O de manera equivalente,

At° 4+ Bt+ C > 0,Vt € R,

llamando
(A ZZx%—I—---—I—w%,
{B =2(x14+ -+ xn),
C =n.

Por consiguiente,

B2 —4AC < 0.

Esto quiere decir que

2
n n
4(2%) —4<Z:B,i2>n§0,<:>



n 2 n
(ZQTZ) —nZw%ﬁO.
1=1 '

Si fuese

n 2 n
Z ;| —n Z %2 =0
existiria un tg real y = 0 tal que

(z1to +1)2 + - + (znto + 1)? = 0.
Lo que implicaria que
1
o
iimposible! pues los x; no son todos iguales
por hipétesis. =— A(a,b) > 0.

x]-:..._xn_
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Por lo tanto, el determinante A(a,b) €s po-

Sitivo; ademas el elemento de la posicion 1,1
82
de A(a,b) es W—QZ.@U > 0; por tanto
a =1
la funcion E(a,b) tiene un minimo relativo en
el punto critico (a,b). Como E(a,b) tiende a
infinito cuando a y b tienden a infinito; este
Minimo relativo es también minimo absoluto

(pues solo hay un punto critico).
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Ejercicio 1.- Hallar la recta y = ax + b que
mejor se ajusta a los puntos dados por la
tabla siguiente.

Yi

el
MHO@OOxlmmbwwn—tﬁ

-0.4326
-1.6656
0.1253
0.2877
-1.1465
1.1909
1.13892
-0.0376
0.3273
0.1746
-0.1867
0.7258

Respuesta: y = 0,1046x2—0,6340.
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Ejercicio 2.-

Sea z = f(z,y) = 23—3zy?. Probar que (0, 0)
es un punto critico de f(xz,y). Comprobar que
la matriz hessiana de f(x,y) en (0,0) es la
matriz cero 2 x 2. ASi pues, nO es posible
aplicar el criterio del determinante hessiano.
Deducir por observacion de las curvas de ni-
vel que f(x,y) tiene un punto de ensilladura
en (0,0).

Ejercicio 3.-

Sea z = f(x,y) = z2y2. Probar que (0,0) es
un punto critico de f(z,y). Comprobar que
la matriz hessiana de f(x,y) en (0,0) es la
matriz cero 2 x 2. ASi pues, noO es posible
aplicar el criterio del determinante hessiano.
Probar que f(x,y) tiene un minimo relativo
en (0,0).
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Ejercicio 4.-

Para cada una de las funciones siguientes
identificar y clasificar los puntos estaciona-
rios:

1. f(z,y) =22+ (y — 1)2.

2. f(w,y) =a%— (y — 1)2.

3. flz,y) =142 —y2

4. f(z,y) = (z —y+ 1)=.

5. f(z,y) =222 — xy — 3y2 — 3z + 7y.

6. f(z,y) =2?—zy+y°—2z+y.



10.

11.

12.

13.

14.

[z, y) = 23 — 3ay? + ¢°.

. flz,y) = 2%y3(6 —x — ).

- f(zy) =23 + 43 — 3ay.

f(x,y) =senxzchy. EIl senoy el coseno
hiperbdolicos de t se definen asi sht =
(el —e %) /2, cht := (ef +e7 1) /2. Es facil
verificar que (sht)’ = cht,(cht)’ = sht.

f(z,y) = >3 (822 — 6y + 3y°).
flx,y) = (bx + 7Ty — 25)e‘<x2+$y+92).

f(x,y) =senzsenysen(xz + vy).

f(z,y) = z—2y+in\/z2 + y?+3arctg ¥, (z >
0).



15. f(z,y) = (2 +y2)e~ @+,
Respuestas.-

1. Minimo absoluto en (0,1).

2. Punto de ensilladura en (0,1).
3. Punto de ensilladura en (0,0).

4. Minimo absoluto en cada punto de la rec-
tay=x+4 1.

5. Punto de ensilladura en (1,1).
6. Minimo absoluto en (1,0).

7. Punto de ensilladura en (0,0).



10.

11.

12.

13.

. Punto de ensilladura en (0,6) y en (x,0),

para todo x; minimo relativo en (0,y),0 <
y < 6; maximo relativo en (2,3) y en
(0,y) paray< 0 ey > 6.

. Punto de ensilladura en (0,0); minimo re-

lativo en (1,1).

Puntos de ensilladura en (nw + w/2,0),
siendo n un entero.

Minimo absoluto en (0,0); punto de en-
silladura en (—%, —3).

Minimo absoluto en (—g, —55); Maximo
absoluto en (1,3).

Maximo absoluto en (7/3,7/3); minimo
absoluto en (27/3,27/3); maximo relati-
vo en (m,m); minimo relativo en (0,0);
puntos de ensilladura en (0,7) y (7, 0).



14.

15.

Punto de ensilladura en (1,1).

Maximo absoluto en cada punto de la cir-
cunferencia z2+y2 = 1; minimo absoluto

en (0,0).
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Ejercicio b.- Hallar la recta y = ax 4+ b que
mejor se ajusta a los puntos (3,2), (3,-3),
(5,1) v (7,3), en el sentido de los minimos
cuadrados. Respuesta.-

= 0,8636x — 3,1364.

Ejercicio 6.- Hallar la elipse

£C2 y2 _
a2 b2

que mejor se ajusta a los cuatro puntos (1,1),

(0,2), (=1,1) v (—1,2) en el sentido de los
Minimos cuadrados. Respuesta.-

o, 2 5
o 2 =1
TR

Ejercicio 7.- Hallar la circunferencia

(z—a)? + (y — ) =r?
que mejor se ajusta a los seis puntos (2,3),
(_17_1)7 (171)1 (072)1 (_171) \Y% (_172) en
el sentido de los minimos cuadrados.



