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B. Valores y vectores propios

Definiciones.- Dada una matriz cuadrada A de orden 3 se dice que el niimero
Ao es un valor propio de A si existe un vector columna tridimensional ¢ no nulo

t.qg.
Ac = \gc.

El vector c se llama vector propio de A asociado al valor propio Ag.

Otras terminologias equivalentes

)\0 (o}
valor propio vector propio
autovalor autovector
valor caracteristico | vector caracteristico
eigenvalor eigenvector




B. Meétodo para hallar valores y vectores propios, 1

Por definicién, un vector propio c debe ser un vector columna distinto de

Buscamos Ao y c tales que
Aoc = Ac

Esta ecuacidn es equivalente a Ao I3c = Ac, siendo I3 la matriz unidad de orden
3:

1 0 0
Iz= 0 1 0
0 0 1

El vector ¢ = 0 satisface A0 = AQ cualquiera que sea el nimero \. Esta
situacién no interesa, pues cualquier niimero seria valor propio de A.



B. Método para hallar valores y vectores propios, 42

La ecuacién
Ao lsc = Ac

es equivalente a
()\o |3 — A) c=0

Si ¢ ha de ser distinto de cero, entonces necesariamente el determinante
[Aol3 — A

tiene que ser igual a 0. Una posible manera de hallar el A\g que buscamos es
construir el polinomio en A

p(A) = |Alz — A (1)

El polinomio p(A) en la variable X es de grado 3 y se llama el polinomio
caracteristico de A.
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B. Método para hallar valores y vectores propios, {)_5

Debemos resolver la ecuacion en la incégnita A
p(A\) == |Xl3—A|=0. 2

A continuacidn si \g es una raiz de esta ecuacidn, se resuelve el sistema
homogéneo indeterminado

C1 0
()\o |3 — A) () = 0 (3)
C3 0
C1
en las incégnitas c1, ¢, c3. Una solucién ¢ = [ ¢ | de (3) con no todas las
(&}

componentes c1, ¢z, ¢z nulas, proporciona uno de los vectores buscados.
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B. Ejemplo de calculo de un valor y un vector propio, 1

Sea la matriz

1 -1 4
A=(3 2 -1 (4)
2 1 -1

Vamos a hallar un valor propio y un vector propio asociado. Es preciso resolver
la ecuacién en A

A-1 1 —4
AM—-Al=| -3 X=2 1 [=X-2"-5)14+6=0 (5)
-2 -1 A+1



Polinomio caracteristico

Por la regla de encontramos que Ao = 1 es una raiz de (5):

1°-2.1°-5.146=1-2-5+6=0
(&}

Para encontrar un vector propio c = | ¢ | asociado a este Ao = 1,

(&)
resolvemos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales
0 1 —4 a 0
()\ol —A)C: -3 -1 1 C2 = 0

Ejemplo de calculo de un valor y un vector propio, 2



Polinomio caracteristico

B. Ejemplo de calculo de un valor y un vector propio, 3

Escribimos este sistema en la forma
C — 4C3 = 0

—3ci—c+c=0
20— +2c:3=0

0 1 - .
Como 3 1 ’ # 0, tachamos la dltima ecuacién:

C2—4C3 = 0
—3c1—c+c = 0.
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B. Ejemplo de calculo de un valor y un vector propio, 4

Este sistema es equivalente al anterior. Pasamos ¢z al segundo miembro
C = 4C3
—-3a—-—¢o = —&
Damos a ¢z un valor arbitrario; por ejemplo, :
2l =
2 = ;
—3C1 — C = -1

-3c0=c—-1=4-1=3 — a=-1

Asi pues, un vector propio asociado a A\g = 1 es
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B. Independencia lineal, 1

Definicion 1

Sean ug, uy, us vectores columna 3 x 1. Se dice que el sistema de vectores
{u1, uz,us} es linealmente independiente (1.i.) si para escalares oy, az, a3 la
relacién

a1uy + Uy + azuz =0

sélo es posible cuando a1 =0, az =0, as = 0. El sistema {u1, u2, us} se dice
linealmente dependiente (I.d.) si existen escalares (1, 82, 83 no todos nulos
tales que

Brur + fauz + B3uz =0

Abuso de lenguaje

Es frecuente decir que los vectores u1, uz, uz son linealmente independientes (en
plural) cuando el sistema {uz, uz,us} es linealmente independiente. El concepto
de independencia lineal siempre se refiere a un sistema o conjunto de vectores.
No existe el concepto de vector linealmente independiente. Asi pues, un
conjunto de vectores linealmente independientes no es la reunién de vectores,
cada uno de los cuales sea linealmente independiente.




B. Independencia lineal, 2

A veces es practico utilizar esta definicién equivalente de independencia lineal:
El sistema de vectores {u1,uz, us} es l.i. si para escalares ay, a2, as la relacién

aju; +apup +azuzs =0, — a3 =0,a0=0,a3 =0.

Dados unos vectores wi, wz, w3, se llama combinacion lineal de estos vectores
a todo vector w de la forma

W = QWi + QW2 + ai3w3.
NB
Proposicion 2

Un sistema de vectores {u1,u,us} es l.d. si y sélo si alguno de estos vectores
es combinacion lineal de los otros dos.

DEMOSTRACION. Por hipétesis existen escalares 31, 32, 53 no todos cero t.q.
Brur + Bouz + Bzuz =0 (6)
Sea, por ejemplo, 82 # 0. De (6) se sigue que
Brur + fzuz = —[aup;

= uxy= —%ul - %m; —> uy es combinacién lineal de {ui,uz}. W



NB. Independencia lineal, 3

Reciprocamente, si un vector, digamos u;, es combinacién lineal de {uz, us},
entonces existen escalares oz, as t.q.

u; = azuz + asus.

Por tanto,
—u; + aouz + azuz = 0.

(7)

Esto significa que el sistema {u1,uz,us} es l.d. pues el coeficiente de u; en (7)

es —1 (que es # 0).

Proposicion 3
Siwi,wz, w3 son Li. y

w1 + aoWz + asws = Siwg + Sowa + Bzws
con «;j, B1,i = 1,2,3, escalares, entonces

o1 = 1,00 = B2, a3 = fBs.

g

COMENTARIO. La expresién de un vector como combinacién lineal de un
sistema de vectores l.i. es dnica.



NB. Independencia lineal, 4

DEMOSTRACION. Por (8),
(a1 — Br)wi + (a2 — Bo)wz + (az — B3)ws = 0.
Como {wy, w2, w3} es Li., esta relacién implica que
aor—P1=0,0—fo=0,00—F2=0. = a1 =p1,02 =P, a3 =fs.
(]
Proposicion 4

Si uno de los vectores {u1,uz,us} es el vector 0, entonces este sistema es |.d.

DEMOSTRACION. Como A0 = 0 para todo escalar A\, y Ou = 0 para todo vector
u, si fuese u; = 0 se tendria que tomando un A\; # 0 (cualquiera):

aiu; +0uy +0uz3 =a104+04+0=0 — {Ul,uz,u3} es |.i.

Si el vector cero fuese u> o usz, la demostracién seria analoga.



NB. Notaciones de légica.

Si A denota una asercidén, por =4 denotamos su negacién. Por ejemplo si A es
la asercién “Todos los hombres son malayos”, su negacién —4A es “No todos los
hombres son malayos”; es decir -4 equivale a decir “Hay al menos un hombre
que no es malayo”.

Teorema directo: A — B

Teorema reciproco: 8 — A

Teorema contrarreciproco -8 — -—A

Asi pues,
(A = 8B) = (8 = -A)



NB. Independencia lineal, 5

La proposicién contrarreciproca de la Proposicién 4 dice que la asercién
siguiente es verdadera.

Proposicion 5

Si un sistema de vectores {u1,uz,us} es Li., entonces ninguno de estos vectores
puede ser el vector 0.
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28



B. Valores propios simples, 1

Supongamos que la matriz A de orden 3 tiene sus valores propios simples:
A1, A2, A\3. Esto quiere decir, que A1, A2, A3 son tres nimeros distintos dos a
dos. Es conocido que un polinomio de grado 3 puede tener: (1) o tres raices
simples; (2) o una raiz doble y una simple; (3) o una raiz triple.

Teorema 6

Sea A una matriz cuadrada 3 x 3 y supongamos que todos sus valores propios
A1, A2, A3 son simples. Sean vi, vz, V3 vectores propios de A asociados a
A1, A2, A3, respectivamente. Entonces

{V1> V2, V3}

es un sistema linealmente independiente.

NB.DEMOSTRACION. Los vectores vi,V2 son li., pues si existiese un escalar «
tal que

V2 = avi, (9)
se tendria que Avy = aAvy; de donde A\ovo = adivi. Multiplicando (9) por A,
Aovo = aXovi. Lo que implica adivi = adovi. = (a1 — ado)vi =0,
= a(M —X2) =0,y como A1 # X2, se sigue que « = 0. Pero, por (9), esto
implicaria aue v» = 0: imposible (v> vector propio): = wvi.v> son l.i.
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NB. Valores propios simples, 2
Sigamos la demostracién por reduccidén al absurdo. Supongamos que el sistema
{v1, v2,v3} fuera l.d. Entonces por la Proposicién 2 alguno de estos vectores
seria combinacién lineal de los otros dos. Supongamos que v3 es combinacién
lineal de vy, va:
V3 = i1V1 + QoVa. (10)

Premultiplicando (10) por A:  Avs = a1Avi + asAv,. Por tanto,

A3V3 = a1 A1V1 + a2 Aavo. (11)
Multiplicando (10) por As,

A3V3 = i1 A3V + aaA3vo. (12)
Igualando los segundos miembros de (11) y (12) resulta

Q1 A1V1 + a2 )XoV = 13V + aoAsva.
Por la Proposicién 3, se sigue
061)\1 = 041>\3, Oéz)\z = 062)\3. — 051(>\1 — )\3) = 0,042()\2 — )\3) =0

Como A1 #XA3y Ao #A3; = a1 =0,a2 =0. Por (10), v3 = 0; imposible
(v3 vector propio). == w3 no es combinacién lineal de
Vi,Vo. — wvi,v,vzsonli. W
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Diagonalizacién de matrices

B. Diagonalizacion de matrices

iPara qué sirven los valores propios?

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales, separando (desacoplando) sus
variables. Ejemplos:

(1) X'(t) = Ax(t) + b(t); (2) Ax =b.

Sea P := [v1, vz, v3],

A0 O
AP = [AV17 AV2, AV3] = [>\1V1, >\2V2, )\3V3] = [V1,V2,V3] 0 )\2 0 = PD;
0 0 A3
llamando
A 0 O
D=0 X O
0 0 X3
Por ello,

P'AP =D.

24
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Diagonalizacién de matrices

B. Ejemplo de calculo de valores propios, sigue

Sea A la matriz del ejemplo . Ya hemos calculado uno de valores
propios de A : A\; = 1(=: X\o). Hallemos los dos que faltan Az, As.
Utilizando la regla de Ruffini:

A-1 1 —4
M—-Al=| =3 A=2 1 [=X-22-5A+6=0
2 -1 A+1
1 2 5 6
3 3 3 -6 — A2 = 3 es una raiz.
1 1 2]0
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Valores propios Polinomio caracteristico Independencia lineal Valores propios simples
B. Ejemplo de calculo de valores propios, sigue, 2

-2 -2 8 -6 — A3 = —2 es una raiz.
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Valores propios Polinomio caracteristico Independencia lineal Valores propios simples
B. Ejemplo de calculo de valores propios, sigue, 3

1‘ 1 21 6 = A —1es una raiz CEIEITIET

Valores y vectores propios de una matriz

)




Diagonalizacién de matrices

B. Ejemplo de calculo de valores propios, sigue, 4

De manera andloga al célculo de un vector propio vi = (c), asociado a

A1 = 1(= Xo), se pueden calcular vectores propios vz, vz asociados a

A2 = 3, A3 = —2, respectivamente. Se deja como ejercicio el célculo de estos
dos vectores propios.

-1 1 -1
vy = 4 1, va=1|2], vy = 1
1 1 1
Diagonalizacién de la matriz A.
Sea P := [vi, v2, v3],
-1 1 -1 1 0 O
P=(4 2 1), D=0 3 0O
1 1 1 0 0 -2
Ejercicio 7

Comprobar con célculos que AP = PD. Lo que implicara P~'AP = D.
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