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ESTE TEXTO SE MODIFICARA SEGUN VAYA ESCRIBIENDO LA RESPUESTA.

Ejercicio 2.- Sean las funciones

fy)= 10 glay) =

cuyo dominio de definicién D es todo R? menos la recta y = .
(1) Demostrar que 4 g(z,y) = f(z,y)? — 1.
(2) Establecer la relacién entre las curvas de nivel de f(x,y) y de g(z,y).

(3) Demostrar que para todo (x,y) € D los vectores Vf(x,y) y Vg(z,y) son
proporcionales (o linealmente dependientes). Es decir, que existe una fun-
cién real (o escalar) o(z,y) tal que

Vy(z,y) = v(z,y)Vf(z,y).

1 Qué tiene que ver esta igualdad con lo establecido en el punto (2)? Hallar
o(z,y).

Solucién breve

(1)

T x 2 _ (g —vy)? T 2
glany) = ooty = S e 1 a1,

(2) Antes de todo, la respuesta intuida: Cada curva de nivel de f(x,y) es
una recta, y cada curva de nivel de g(x,y) estd formada por un par de rectas.
Cada recta de este par es una curva de nivel de f(x,y). A todas estas rectas



debemos quitarles el punto (0,0) y deben estar contenidas en D. O sea, la recta
y = x queda excluida.

Averiguar la relacién entre las curvas de nivel de f(z,y) y las de g(z,y) es
algo mas problemadtico, aunque es una consecuencia inmediata de la igualdad

Para cada valor ¢ de la funcién f(z,y), la curva de nivel ¢ de f(z,y) forma
-1
1

parte de la curva de nivel de g(z,y). Es decir,

(@D s = {@n e Dlglea) = .

La ecuacién (1) liga estrechamente los valores de f(z,y) con los de g(x,y).
Ahi reside la clave del asunto. No estd demaés recordar la definicién de curva de
nivel ¢ o conjunto de nivel ¢ de f(x,y), siendo ¢ un valor de f(z,y):

{(z,y) e D| fz,y) = c}.

Tras haber pensado un buen rato, sobre estas curvas, caemos en la cuenta
de que es oportuno conocer los valores de las funciones f(z,y) y g(z,y). Em-
pezaremos por los valores de f(z,y): Si (zo,yo) es un punto de D “préximo” a
la recta y = x, el denominador que aparece en f(x,y) es “casi” 0; por tanto el
cociente
Zo + Yo
o — Yo
serd “muy grande”. Es decir, zg ~ yo; por consiguiente, tendran igual signo.
Este serd el signo de f(xg,yo). Se infiere de aqui que f(xg,yo) puede ser un
ntimero real muy grande, positivo o negativo. Si (z1,11) € Dy =1 +y1 = 0,
entonces f(z1,y1) = 0. Ahora falta, demostrar lo aqui intuido; a saber, que el
conjunto de valores de f(x,y) es toda la recta real R. Sea M cualquier ntimero
real. Vamos a demostrar que M es un valor de f(z,y). Para ello escribimos

f(zo,90) =

T+y
r—vy

M

)

y estudiaremos si esta curva tiene puntos. Esta curva es una recta; a saber, la
recta de ecuacién z +y = M (z — y); desarrollando,

r+y=Mx— My,
(1= M)z = —(M +1)y,
1-M
7_M_133:y,



de donde
M—-1

= a;‘;
M+1
Tomemos un xy # 0, entonces el punto

M-1
xo,iM_’_lxo

pertenece a esta recta y a D. Ademas,

M -1
f <IIZO, ]\MQ:()) =M.

Y

O

No es tan facil averiguar el conjunto de valores de la funcién g(z,y). Unos
célculos previos con (1) nos hacen prever que d € R es un valor de esta funcién
siy sélo si d € [-1/4,00). Para cualquier (z1,y1) € D tenemos que

49(551791) +1= f(331>y1)27

1 _ f(ffl»yl)z
g(xl7y1)+4 - 4 .

De donde se sigue
1
g(l‘layl) + Z 2 0)

g(x1,y1) > —

e~ =

¢Fs alcanzable el valor —1/4 por la funcidn g(x,y)? Busco puntos (z,y) € D
tales que

Ty 1
g(:c,y) = m = s
Haciendo sucesivas operaciones,
_ —(a-y)?
Ty = 1 )
dxy + (z —y)* = 0;

tomo z := 1, y me queda

4y +(1-y)* =0,
dy+1—-2y+1y> =0,
Yy +2y+1=0.
Por lo que,

—2+4—4
VST T

—1.



Asf pues, el punto (1, —1) satisface que g(1,—1) = —1/4 y (1, —1) pertenece a
D pues no esta en la recta y = x. La respuesta a la pregunta es si.

Resumiendo, la solucién a la parte (2) de este ejercicio es:

(a) Para todo ¢ € R,

{(z,y) € D| f(z,y) = F{(z,y) € D| f(z,y) = —c} = {(””’y) €Dlglw,y) = 024_1}'

(b) Para todo d € [-1/4, c0),
{(z,y) e D glz,y) = d} ={(z,y) € D | f(z,y) = V4d + JU{(z,y) € D | f(2,y) = —V4d + 1}.

(3) Comencemos hallando las derivadas parciales de f(z,y) y de
9(x,y)-

ﬁ_ —2y 8i_ 2x
oz (z—y)*’ dy  (z—y)?
09 _ —ylz+y) g _x(z+y)
dr  (x—y)* 9y (z-y)?
Por lo tanto,
_z+ty —2y 2z _l.x—i—y
Vate) = o1 (g o) =3 p ey )

En consecuencia,
1

¢ Qué tiene que ver esta igualdad con lo establecido en el punto (2)? Ya que
el gradiente de una funcién en un punto (zg,yo) es perpendicular a la curva
de nivel que pasa por ese punto. Supongamos que ¢ := f(zo,¥o). Por lo ya
demostrado con anterioridad, V f(xg,yo) es perpendicular a la curva de nivel

{(x,y) | f(x,y) = CO}

en (z9,¥0); el vector Vg(xo,yo) es perpendicular a

d-1
(@) | 9(@,y) = = —}

en (2o, yo) ¥, como

(@0 | f(,) = o}  {(,0) | glar) = D=,

se tiene que los vectores V f(zo,y0) v Vg(zo,yo) son ortogonales a la recta
tangente a dichas curvas en ese punto. Dado que la recta tangente es la misma
para ambas curvas, los vectores gradientes son proporcionales.




