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¿Cómo llegamos a este tema?

a = (a1, . . . , an−1) ∈ Rn−1
+ , r ∈ R+

B(r , a) :=


r a1

r a2

. . .
. . .

r an−1

r

 ,

h : [0,∞)→ [0,∞), h(r) := σn−k+1

(
B(r , a)

)
,

m := min
r∈R+

h(r) = h(r0).

Duda
¿Es h estrictamente creciente y suprayectiva como función de [r0,∞) en
[m,∞)?

A ∈ Cn×n, ε > 0 ¿es continua la aplicación ε 7→ {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) 6 ε}?
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¿Cómo llegamos a este tema?, 2

Pseudoespectros
A ∈ Cn×n, 1 6 k 6 n. Λg

k (A) := {λ ∈ Λ(A) : mg(λ,A) > k}; ‖A‖ = σ1(A).

Λg
ε,k(A) :=

⋃
Z∈Cn×n

‖Z−A‖6ε

Λg
k (Z).

Λg
ε,k(A) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) 6 ε}.

Λε(A) :=
⋃

Z∈Cn×n

‖Z−A‖6ε

Λ(Z)

Teorema 1 (Karow [8], Corollary 2.3.8)

La función
f : [0,∞) → H(C)

ε 7−→ f (ε) := Λε(A)

es continua.

Se basó en que la función Z 7→ Λ(Z) de Cn×n en H(C) es continua.

Pero,
¿es continua Z 7→ Λg

k (Z)?
3/36



?
Google

Google: "continuity of level sets" −→ Sukumar et al.

YouTube: "continuity of correspondences" −→ Rajiv Sethi
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Distancia Hausdorff entre compactos K , L ⊂ Y

Y espacio métrico.

H(Y ) := {K ⊂ Y : K compacto no vaćıo}

K , L ∈ H(Y )

dH(K , L) := max
{

max
z∈K

d(z , L),max
w∈L

d(w ,K)
}

S ⊂ Y , ε > 0

B(x , ε) := {y ∈ Y : d(y , x) < ε}

V (S , ε) :=
⋃
x∈S

B(x , ε) = {y ∈ Y : d(y , S) < ε}

dH(K , L) = inf{ε > 0: K ⊂ V (L, ε) ∧ L ⊂ V (K , ε)}
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Objetivo

Sean A ∈ Cn×n y 1 6 k 6 n.

ε0(A) := min
Z∈Cn×n

Λ
g
k

(Z) 6=ø

‖Z − A‖

ε0(A) = min
z∈C

σn−k+1(zIn − A)

Queremos demostrar que la función

g : [ε0(A),∞)→ H(C)

dada por ε 7→ Λg
ε,k(A) es continua.
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Queremos demostrar que la función

g : [ε0(A),∞)→ H(C)

dada por ε 7→ Λg
ε,k(A) es continua.

Definición 2
Sean X ,Y conjuntos. Una correspondencia Φ : X ⇒ Y es una regla que asigna
a cada x ∈ X un subconjunto Φ(x) de Y .

Grafo
Gr(Φ) := {(x , y) ∈ X × Y : y ∈ Φ(x)}.

Teorema 3 (Theorem 2.8 de [10]; Theorem 17.15 de [1])

Sean X un esp. topol. e Y un esp. métrico. Sea Φ : X ⇒ Y una
correspondencia compacto-no-vaćıo valorada. Entonces la función

f : X → H(Y ) definida por f (x) := Φ(x)

es continua en a ∈ X si y sólo si la correspondencia Φ es continua en a.
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Definición 4
Sean Φ,Ψ : X ⇒ Y correspondencias entre X e Y . Si Ψ(x) ⊂ Φ(x), ∀x ∈ X ,
decimos que Ψ es una subcorrespondencia de Φ.

Como
Λg
ε,k(A) ⊂ Λε(A), ∀ε > 0,

dadas
Ψ: [ε0(A),∞) ⇒ C

ε 7−→ Λg
ε,k(A)

Φ: [ε0(A),∞) ⇒ C
ε 7−→ Λε(A)

se tiene que

Ψ(ε) ⊂ Φ(ε), ∀ε > ε0(A).

Teorema 5 (Theorem 2.7 de [10]; Corollary 17.18 de [1])

Sean X un esp. topol. que satisface el primer axioma de numerabilidad e Y un
esp. métrico. Sean Φ,Ψ: X ⇒ Y correspondencias no-vaćıo valoradas entre X
e Y t.q. Φ es compacto valorada y Ψ es una subcorrespondencia de Φ con
Gr(Ψ) cerrado en X × Y . Si Φ es semicontinua superiormente en a ∈ X ,
entonces Ψ es semicontinua superiormente en a.
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Esquema de la demostración

Funciones Correspondencias

[ε0(A),∞)→ H(C) [ε0(A),∞)⇒ C

f continua ⇐⇒ Φ continua,
Gr(Ψ) cerrado

⇓

g continua ⇐=


Ψ semicont. sup.

Si probamos que Ψ semicont. inf.
tendremos que

g(ε) = Ψ(ε) = Λg
ε,k(A) ⊂ Λε(A) = Φ(ε) = f (ε)
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Definición 6
Una correspondencia Φ: X ⇒ Y entre esps. topols. es:

(1) semicontinua superiormente (SCS) en a ∈ X si para cada abierto V t.q.
Φ(a) ⊂ V , existe un entorno U de a t.q. x ∈ U implica que Φ(x) ⊂ V ;

(2) semicont. sup. en a ∈ X si ∀V abierto Φ(a) ⊂ V , ∃U ∈ V(a),∀x ∈ U,
Φ(x) ⊂ V ;

(3) no es semicont. sup. en a si ∃V abierto Φ(a) ⊂ V , ∀U ∈ V(a), ∃x0 ∈ U,
Φ(x0) 6⊂ V ;

(4) semicontinua inferiormente (SCI) en a ∈ X si para todo abierto V t. q.
V ∩ Φ(a) 6= ø, existe un entorno U de a t.q. x ∈ U implica que
V ∩ Φ(x) 6= ø;

(5) continua en a ∈ X si es semicontinua superior e inferiormente en a.
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Semicontinuidad superior de una correspondencia Φ: (0, b)⇒ R

x

Φ(x)

p
x1

p
x2

p
x3

p
x40

p
b
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El grafo de Ψ: [ε0(A),∞)⇒ C es cerrado

Gr(Ψ) := {(ε, z) ∈ [ε0(A),∞)× C : z ∈ Ψ(ε)}

Probaremos que Gr(Ψ)c es abierto.

Sea (ε1, z1) ∈ Gr(Ψ)c . Esto equivale a que

σn−k+1(z1In − A) > ε1 ⇐⇒ σn−k+1(z1In − A)− ε1 > 0.

Como la función f : [ε0(A),∞)× C→ R, dada por

f (ε, z) := σn−k+1(zIn − A)− ε,

es continua, se sigue que existe un entorno U de (ε1, z1) t.q. ∀(ε, z) ∈ U se tiene
que

f (ε, z) > 0.

Por lo tanto, Gr(Ψ)c es abierto. �
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Semicontinuidad inferior de Ψ: [ε0(A),∞)⇒ C
Sea ε1 ∈ [ε0(A),∞). Sea V ⊂ C abierto t.q. V ∩ Ψ(ε1) 6= ø. ¿∃ entorno U de
ε1 t.q. ∀ε ∈ U, V ∩Ψ(ε) 6= ø?

A

•Z̃ • Z̃ ′

•
ε1

V ∩Ψ(ε1) 6= ø
=⇒
V ∩Ψ′(ε1) 6= ø.

Sea ζ ∈ V ∩Ψ′(ε1),
=⇒ ∃Z̃ ∈ B(A, ε1)

t.q. mg(ζ, Z̃) > k.

ε1 < ε =⇒
Ψ(ε1) ⊂ Ψ(ε).
=⇒ V ∩Ψ(ε) 6= ø

V
•ζ•µ

B(ζ, η)

Ψ(ε1)

p
ε1

( )
U

Tomemos un η > 0 adecuado a Z̃
t.q. B(ζ, η) ⊂ V ∩Ψ′(ε1).

Sea 0 < δ1 < ε1 − ‖Z̃ − A‖. Sea
a := w(ζ, Z̃); como a ≺ w(ζ, Z̃),
∃Z̃ ′ ∈ B(Z̃ , δ1) que tiene un solo
valor propio µ en B(ζ, η) que
satisface
w(µ, Z̃ ′) = a; =⇒ mg(µ, Z̃ ′) > k.

‖Z̃ ′ − A‖ 6 ‖Z̃ ′ − Z̃‖+ ‖Z̃ − A‖

< δ1 + ‖Z̃ − A‖ < ε1.

=⇒

µ ∈ Ψ
(
δ1 + ‖Z̃ − A‖

)
=⇒ V ∩Ψ

(
δ1 + ‖Z̃ − A‖

)
6= ø.

�



Caracterizaciones secuenciales de la semicontinuidad

Teorema 7
Supongamos que el esp. topol. satisface el primer axioma de numerabilidad y
que Y es un esp. métr.. Sean Φ : X ⇒ Y una correspondencia no-vaćıo
valorada y a ∈ X . Entonces las aserciones (1) y (2) que siguen son
equivalentes.

(1) La correspondencia Φ es semicont. sup. en a y Φ(a) es compacto.

(2) Si una sucesión {(xn, yn)}∞n=0 en el grafo de Φ satisface xn → a, entonces
la sucesión {yn}∞n=0 tiene un valor de adherencia que está en Φ(a).

Teorema 8
Para una correspondencia Φ : X ⇒ Y entre esps. topols. que satisfacen el
primer axioma de numerabilidad las aserciones siguientes son equivalentes.

(1) La correspondencia Φ es semicont. inf. en un punto a.

(2) Si xn → a, entonces para cada b ∈ Φ(a) existen una subsucesión {xnk } de
{xn} y elementos yk ∈ Φ(xnk ) para cada k tales que yk → b.
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Correspondencia SCS en 0, que no cumple la condición (a)

x

Φ(x)

Φ(x) :=

®
(0, 1] si x = 0,

(0, x) si x ∈ (0, 1].
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Topoloǵıa de Vietoris

Sean X ,Y espacios topológicos. Denotemos P0(Y ) al conjunto de las partes no
vaćıas de Y .

Duda
¿Es cierto que una correspondencia Φ : X ⇒ Y es continua en a ∈ X si y sólo
si la función f : X → P0(Y ), dada por f (x) := Φ(x), ∀x ∈ X , es continua en
a ∈ X dotando a P0(Y ) de la topoloǵıa de Vietoris? Respuesta: Śı.

Sea Y un esp. topol.. Para cada abierto G de Y , definamos

G u := {B ∈ P0(Y ) : B ⊂ G}, G ` := {B ∈ P0(Y ) : G ∩ B 6= ø}, øu = ø` = ø,

pues {B ∈ P0(Y ) : B ⊂ ø} y {B ∈ P0(Y ) : ø ∩ B 6= ø} son vaćıos.

Y

G

B1

B2 B3

B4

B5

P0(Y )

G u

•G
•B1•B2

•B3

•B4•B5

G `
H(Y )
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Topoloǵıa de Vietoris, 2

Una base A de la topoloǵıa de Vietoris de P0(Y ) está dada por los conjuntos
de la forma

G u
0 ∩ G `1 ∩ · · · ∩ G `n

donde G0,G1, . . . ,Gn son subconjuntos abiertos de Y , n > 1.

Proposición 9

Si F ,G son abiertos de Y , entonces (F ∩ G)u = F u ∩ G u.

Demo. Sea B ∈ P0(Y ).

B ∈ (F ∩ G)u ⇐⇒ B ⊂ F ∩ G ⇐⇒ B ⊂ F∧B ⊂ G ⇐⇒ B ∈ F u ∩ G u. �

Proposición 10

La intersección de dos elementos de A pertenece a A.

Demo. Sean G0,G1, . . . ,Gn, G ′0,G
′
1, . . . ,G

′
m, n,m > 1, abiertos de Y . Se tiene

que

(G u
0 ∩ G `1 ∩ · · · ∩ G `n ) ∩ (G ′0

u ∩ G ′1
` ∩ · · · ∩ G ′m

`
)

= (G0 ∩ G ′0)u ∩ G `1 ∩ · · · ∩ G `n ∩ G ′1
` ∩ · · · ∩ G ′m

`
. �

Como, además, Y u = Y ` = P0(Y ) y øu = ø` = ø, por el Corolario 21, se sigue
que A es base de una topoloǵıa de P0(Y ). En resumen, {G u,G ` : G abierto de Y }
es una subbase.
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Otra definición, más simple

La topoloǵıa de Vietoris τV de P0(Y ), donde (Y , τ) es un esp. topol., está
engendrada por la base siguiente: para toda n-tupla (G1, . . . ,Gn), n > 1, de
abiertos de Y , construimos el conjunto básico

〈G1, . . . ,Gn〉 := {C ⊂ G1 ∪ · · · ∪ Gn : C ∩ Gi 6= ø, para todo i ∈ {1, . . . , n}}.

Entonces
B := {〈G1, . . . ,Gn〉 : G1, . . . ,Gn ∈ τ, n > 1}.

En resumen,
{G ` : G abierto de Y }

es una subbase de la topoloǵıa de Vietoris τV de P0(Y ).
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¿Cómo puede ser una bola abierta en H(R2)?

C
ε

Sea C ∈ H(R2).

BH(C , ε) := {K ∈ H(R2) : dH(K ,C) < ε}

V (C , ε) r V (∂C , ε) ⊂ K ⊂ V (C , ε) =⇒ K ∈ BH(C , ε)
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¿Cómo puede ser una bola abierta en H(R2)?

C
ε

Existen K finitos en la bola BH(C , ε). Como

C ⊂
⋃
x∈C

B(x , ε/2); =⇒ ∃x1, . . . , xn ∈ C t.q. C ⊂
n⋃

i=1

B(xi , ε/2).

Sea K := {x1, . . . , xn}; =⇒ C ⊂ V (K , ε/2) ∧ K ⊂ C ⊂ V (C , ε/2). =⇒
dH(K ,C) 6 ε/2 < ε; =⇒ K ∈ BH(C , ε).
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Teorema 11 (Theorem 3.91, pág. 120 de [1])

La topoloǵıa
(
τV
)
H(Y )

de H(Y ), como subespacio topológico de
(
P0(Y ), τV

)
,

es igual a la topoloǵıa τH del espacio métrico
(
H(Y ), dH

)
.

Demo. Empezaremos probando que para cada abierto G de Y , los conjuntos
H(Y ) ∩ G

u y H(Y ) ∩ G
` son abiertos en la topoloǵıa τH . Ya que øu = ø` = ø

e Y u = Y ` = P0(Y ), podemos suponer que ø 6= G $ Y .
Sea C ∈ H(Y ) ∩ G u. Esto es, C es compacto no vaćıo y C ⊂ G . Para cada
x ∈ C ,

d(x ,G c) := inf
y∈G c

d(x , y) = min
y∈G c

d(x , y),

pues G c es cerrado.

G

C

Sea ε := minx∈C d(x ,G c). Si ε = 0, ∃x0 ∈ C t.q.
d(x0,G

c) = 0; =⇒ ∃y0 ∈ G c t.q. miny∈G c d(x0, y) =
d(x0, y0); =⇒ x0 = y0; como C ∩ G c = ø, esto es
imposible. Luego ε > 0. Sea

BH(C , ε) := {K ∈ H(Y ) : dH(K ,C) < ε}, bola abierta.

Si K ∈ BH(C , ε), =⇒ K ∈ H(Y )∧ dH(K ,C) < ε;
=⇒ K ⊂ V (C , ε) ⊂ G =⇒ K ∈ H(Y ) ∩ G u;
=⇒ H(Y ) ∩ G u es τH–entorno de todos sus puntos.
Por lo tanto, H(Y ) ∩ G u es τH–abierto en H(Y ).
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continuación, 1, . . .

G

C•x

Sea C ∈ H(Y ) ∩ G `. Esto es, C es compacto
no vaćıo y C ∩ G 6= ø. Fijemos un x ∈ C ∩ G .
Entonces ∃ε > 0 t.q. B(x , ε) ⊂ G . Afirmamos
que

BH(C , ε) ⊂ H(Y ) ∩ G `.

Para ver esto, sea K ∈ BH(C , ε). Esto es, K ∈
H(Y )∧ dH(K ,C) < ε.
Como d(x ,K) 6 dH(K ,C), ⇒ ∃y ∈ K t.q.
d(x , y) < ε; ⇒ y ∈ G ; ⇒ G ∩ K 6= ø;
⇒ K ∈ G `. De donde,

BH(C , ε) ⊂ H(Y ) ∩ G `.

Por tanto, H(Y ) ∩ G ` es τH–abierto en H(Y ).
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continuación, 2, . . .

C

Ahora demostraremos que cualquier bola
abierta de (H(Y ), dH) es

(
τV
)
H(Y )

–abierto.

Sean C ∈ H(Y ) y ε > 0. Necesitamos de-
mostrar que para cada K ∈ BH(C , ε) existe un
τV –abierto UK en P0(Y ) t.q.

K ∈ H(Y ) ∩ UK ⊂ BH(C , ε).

(El abierto UK depende de K). Lo cual im-
plicaŕıa que BH(C , ε) seŕıa

(
τV
)
H(Y )

–entorno

de todos sus puntos; =⇒ BH(C , ε) seŕıa(
τV
)
H(Y )

–abierto.

Empecemos. Como dH(K ,C) < ε, se tiene que

εK := ε− dH(K ,C) > 0. (1)

Sea G0 := V (K , εK/2) = {y ∈ Y : d(y ,K) <
εK/2}. Como

K ⊂
⋃
x∈K

B(x , εK/2)

y K es compacto, existe un conjunto finito
{x1, . . . , xn} ⊂ K t.q.
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continuación, 3, . . .

K

G0

K ⊂
n⋃

i=1

B(xi , εK/2) ∧

∀j ∈ {1, . . . , n}, K 6⊂
n⋃

i=1
i 6=j

B(xi , εK/2).

Llamemos Gi := B(xi , εK/2) y tomemos

UK := G u
0 ∩ G `1 ∩ · · · ∩ G `n .

K ⊂
⋃
x∈K

B(x , εK/2) = V (K , εK/2) = G0;

=⇒ K ∈ G u
0 .

La elección de x1, . . . , xn prueba que K∩Gi 6=
ø, ∀i ∈ {1, . . . , n}. En consecuencia,

K ∈ G u
0 ∩ G `1 ∩ · · · ∩ G `n = UK .
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continuación, 4, . . .

•
xi

x

yx

•

•

εK/2

Ahora, vamos a demostrar que

H(Y ) ∩ UK ⊂ BH(C , ε).

Sea L ∈ H(Y ) ∩ UK ; =⇒ L ⊂ Y es compacto no
vaćıo ∧ L ⊂ G0 ∧ L∩Gi 6= ø, ∀i ∈ {1, . . . , n}. Quiero
demostrar que dH(L,C) < ε. Usaré la desigualdad

dH(L,C) 6 dH(L,K) + dH(K ,C).

Dado que G0 = {y ∈ Y : d(y ,K) < εK/2}, se sigue
que

max
y∈L

d(y ,K) = d(y0,K) < εK/2, donde y0 ∈ L. (2)

Cada x ∈ K pertenece a algún Gi = B(xi , εK/2),
que a su vez contiene puntos yx de L. Es decir,
x , yx ∈ Gi ; =⇒ d(x , yx) 6 d(x , xi ) + d(xi , yx) < εK ;
=⇒ d(x , L) 6 d(x , yx) < εK ; =⇒ d(x , L) < εK ; =⇒

max
x∈K

d(x , L) = d(x0, L) < εK , donde x0 ∈ K . (3)
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continuación, 5, . . .

De (2) y (3), deducimos que

dH(L,K) := max

ß
max
y∈L

d(y ,K),max
x∈K

d(x , L)

™
< εK .

De donde, por (1),

dH(L,C) 6 dH(L,K) + dH(K ,C) < εK + dH(K ,C) = ε.

�
Aśı pues, hemos dado un paso importante en la demostración del Teorema 3.
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Φ : X ⇒ (Y , τ); f : X → (P0(Y ), τV ); f (x) := Φ(x)

Teorema 12
Supongamos que Φ : X ⇒ (Y , τ) es no-vaćıo valorada. Entonces Φ es continua
si y sólo si f : X → (P0(Y ), τV ), dada por f (x) := Φ(x), ∀x ∈ X , es continua.

Demo.- Supongamos que Φ es continua. Por el Teorema 26, como

{G u,G ` : G ∈ τ}

es una subbase de τV , si probamos que f −1(G u) y f −1(G `) son abiertos en X ,
habremos probado que f es continua.
Plan.- Tomo un x0 ∈ f −1(G u) cualquiera. Demostraré que f −1(G u) es un en-
torno de x0. Lo que implicará que f −1(G u) es entorno de todos sus puntos. Y
aśı, que f −1(G u) es abierto.
Observemos que

f −1(G u) = {x ∈ X | f (x) ∈ G u} = {x ∈ X |Φ(x) ∈ G u} = {x ∈ X |Φ(x) ⊂ G}.

Como Φ es semicont. sup. en x0 y Φ(x0) ⊂ G , existe un entorno Ux0 de x0 t.q.
∀x ∈ Ux0 =⇒ Φ(x) ⊂ G . De donde, f (x) ∈ G u, =⇒

Ux0 ⊂ f −1(G u); =⇒ f −1(G u) es entorno de x0; =⇒

f −1(G u) es abierto. (sigue)
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continúa . . .

Probemos ahora que si G ∈ τ y x0 ∈ f −1(G `), entonces f −1(G `) es un entorno
de x0. Recordemos que

G ` = {B ∈ P0(Y ) |B ∩ G 6= ø}.

Como Φ es semicont. inf. en x0 y Φ(x0) ∩ G 6= ø, ∃Ux0 (entorno de x0) t.q.
∀x ∈ Ux0 , Φ(x)∩G 6= ø. En consecuencia, f (x) = Φ(x) ∈ G ` ⇐⇒ x ∈ f −1(G `);
=⇒ Ux0 ⊂ f −1(G `); =⇒ f −1(G `) es entorno de x0; =⇒ f −1(G `) es abierto.
Acabamos de probar que si Φ : X ⇒ Y es semicont. sup. e inf. en X , entonces
f : X → P0(Y ) es continua en X .

Rećıproco.- Supongamos que f : X → P0(Y ) es continua en x0 ∈ X . Probare-
mos que Φ : X ⇒ Y es semicont. sup. en inf. en x0.

Sea G ⊂ Y abierto t.q. Φ(x0) ⊂ G ; =⇒ f (x0) ∈ G u. Dado que G u es un
abierto de P0(Y ) y f es continua en x0, se tiene que f −1(G u) es un entorno de
x0. Además, ∀x ∈ f −1(G u), Φ(x) = f (x) ∈ G u ⇐⇒ Φ(x) ⊂ G ; =⇒ Φ es
semicont. sup. en x0.

(sigue)
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continúa . . .

Sea G ⊂ Y abierto t.q.
Φ(x0) ∩ G 6= ø.

=⇒ f (x0) ∈ G `. Como G ` es un abierto de P0(Y ) y f es continua en x0

=⇒ f −1(G `) es un entorno de x0.
Además, ∀x ∈ f −1(G `), f (x) ∈ G ` ⇐⇒ f (x) ∩ G 6= ø ⇐⇒ Φ(x) ∩ G 6= ø
=⇒ Φ es semicont. inf. en x0.

�
Finalizando Demo. Teorema 3

30/36



Sucesiones de subconjuntos
Sea (Kn)n∈N una sucesión de subconjuntos de un esp. métrico. Se llama lim infn→∞ Kn

al conjunto de ĺımites de sucesiones yn ∈ Kn. Se llama lim supn→∞ Kn al conjunto
de valores de adherencia de sucesiones yn ∈ Kn.
Observemos que

lim inf
n→∞

Kn ⊂ lim sup
n→∞

Kn.

Ejemplo [2, Pág. 18]. Sea (Kn)n∈N∗ la sucesión de subconjuntos Kn de R2

definida por

Kn :=

®
{ 1
n
} × [0, 1], si n es par,

{ 1
n
} × [−1, 0], si n es impar.

lim inf
n→∞

Kn = {(0, 0)}, lim sup
n→∞

Kn = {0} × [−1, 1].



Proposición 13 (Corollary 5.3.7. de [7])

Sea Φ : X ⇒ Y una correspondencia entre esps. topols. X e Y que satisfacen
el primer axioma de numerabilidad. Sea a ∈ X . Si Φ es semicont. sup. en a,
entonces para toda sucesión xn → a tenemos

lim sup
n→∞

Φ(xn) ⊂ Φ(a).

Proposición 14 (Corollary 5.3.16. de [7])

Sea Φ : X ⇒ Y una correspondencia entre esps. topols. X e Y que satisfacen
el primer axioma de numerabilidad. Sea a ∈ X . Si Φ es semicont. inf. en a,
entonces para toda sucesión xn → a tenemos

Φ(a) ⊂ lim inf
n→∞

Φ(xn).
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Comienzo de la demostración del Teorema 5

Teorema 7. Repetido, por comodidad. X p.a.n., Y esp. métr., Φ : X ⇒ Y
no-vaćıo valorada, a ∈ X . Son equivalentes: (1) Φ es semicont. sup. en a y
Φ(a) es compacto. (2) Si {(xn, yn)}∞n=0 ∈ Gr(Φ)N satisface xn → a, entonces
{yn}∞n=0 tiene un v.a. en Φ(a).
Demo. (1) =⇒ (2). Supongamos que ningún punto de Φ(a) es v.a. de {yn}.

v.a. Esto implica que ∀b ∈ Φ(a) existen un entorno abierto Vb de b y un
ı́ndice nb t.q. ∀m > nb tenemos que ym /∈ Vb. Ya que Φ(a) es compacto,
Φ(a) ⊂ V := Vb1 ∪ · · · ∪ Vbq . Sea

n0 := max{nb1 , . . . , nbq}.

Entonces ∀m > n0 tenemos que ym /∈ V . Por otro lado, ya que Φ es semicont.
sup. en a, para todo m suficientemente grande debemos tener que
ym ∈ Φ(xm) ⊂ V , una contradicción.
(2) =⇒ (1). Sea {Wi}i∈N una base local numerable decreciente de a. Si Φ no
es semicont. sup. en a, existe un abierto V , Φ(a) ⊂ V t.q. ∀i ∈ N, ∃xi ∈Wi

t.q. Φ(xi ) 6⊂ V . Lo que implica que ∃yi ∈ Φ(xi ) con yi /∈ V . Por ser
Wi ⊃Wi+1,∀i ∈ N, se tiene que limi→∞ xi = a. Claramente, la sucesión {yi}i∈N
no tiene un v.a. en Φ(a), lo que contradice (2).
Ahora sea {yn} una sucesión en Φ(a). Entonces tomando xn := a, ∀n, se tiene
que limn→∞ xn = a. Aśı pues, por (2) {yn} tiene un v.a. en Φ(a). Como la
sucesión {yn} es arbitraria, el conjunto Φ(a) es compacto. �
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Sigue de la demostración del Teorema 5

Corolario 15
Sea Φ una correspondencia compacto-no-vaćıo valorada entre X (esp. topol.
que satisface el p.a.n.) e Y (esp. métr.). Entonces Φ es semicont. sup. en
a ∈ X si y sólo si para toda sucesión {(xn, yn)} en el grafo de Φ que satisface
xn → a, la sucesión {yn} tiene un v.a. en Φ(a).

Proposición 16

Sean X ,Y esps. topols.. Sean Γ: X ⇒ Y no-vaćıo valorada t.q. Gr(Γ) es
cerrado en X × Y . Entonces, ∀a ∈ X el conjunto Γ(a) es cerrado en Y (es
decir, Γ es cerrado-valorada).

Demo. Sea b un punto de acumulación cualquiera de Γ(a). Si probamos que
b ∈ Γ(a), por el Teorema 36 (1) habremos demostrado que Γ(a) es cerrado. En
todo entorno V de b existen y ∈ Γ(a),y 6= b. =⇒ (a, b) es punto de acumulación
de Gr(Γ), pues si U y V son entornos de a y b, respectivamente, se tiene que
∃(a, y) ∈ Gr(Γ) en U × V con y 6= b. Y, como Gr(Γ) es cerrado, se sigue que
(a, b) ∈ Gr(Γ) ⇐⇒ b ∈ Γ(a).

�
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Sigue de la demostración del Teorema 5 . . .

Teorema 5. Repetido, por comodidad. Sean X un esp. topol. que satisface el
p.a.n. e Y un esp. métr.. Sean Φ,Ψ: X ⇒ Y no-vaćıo valoradas t.q. Φ es
compacto valorada y Ψ es una subcorrespondencia de Φ con Gr(Ψ) cerrado en
X × Y . Si Φ es semicont. sup. en a ∈ X , entonces Ψ es semicont. sup. en a.

Demo. Sea a ∈ X . Supongamos que una sucesión {(xn, yn)} ∈ Gr(Ψ)N satisface
que xn → a. Entonces, por el Teorema 7, {yn} tiene un v.a. b ∈ Φ(a). Afirmamos
que b ∈ Ψ(a). Para ver esto, sea {ynk } una subsucesión de {yn} que converge a b
en Y . Pero entonces, como (xnk , ynk ) ∈ Gr(Ψ) para cada k, (xnk , ynk )→ (a, b) y
Gr(Ψ) es cerrado, inferimos que (a, b) ∈ Gr(Ψ). Aśı pues, b ∈ Ψ(a), y ya que Ψ
es compacto-no-vaćıo valorada, se sigue por el Corolario 15 que Ψ es semicont.
sup. en a.

�
Con esto, concluye la demostración del Teorema 5. Y aqúı doy por terminados
estos seminarios. Muchas gracias por vuestra atención.
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Apéndice: Topoloǵıa, 1

Definición 17
Dados un conjunto X y una colección Σ ⊂ P(X ). Sea τ(Σ) la ḿınima
topoloǵıa que contiene a Σ. A la colección Σ se le llama una subbase de τ(Σ).

Teorema 18 (Theorem 3.1, p. 65, de [6])

Dada cualquier colección Σ de subconjuntos de X , existe una única, ḿınima
topoloǵıa τ(Σ) ⊃ Σ. La topoloǵıa τ(Σ) puede ser descrita aśı: Está formada
por ø,X , todas las intersecciones finitas de miembros de Σ, y todas las uniones
arbitrarias de estas intersecciones finitas.
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Apéndice: Topoloǵıa, 2

Definición 19
Sea (X , τ) un espacio topológico. Una colección A ⊂ τ de subconjuntos de X
es una base de τ si cada miembro de τ es unión de miembros de A.

Observación
Si A es una base de τ , entonces necesariamente ø ∈ A y

⋃
A∈A A = X .

Teorema 20
Sean X un conjunto y B una colección de subconjuntos de X que satisface:

(1) Para cada par U,V ∈ B t.q. U ∩ V 6= ø y para cada x ∈ U ∩ V , existe un
W ∈ B que satisface x ∈W ⊂ U ∩ V .

(2) ø ∈ B.

(3)
⋃

B∈B B = X .

Entonces la colección τ(B) que está formada por todas las uniones de
miembros de B, es una topoloǵıa sobre X ; esto es, B es una base de alguna
topoloǵıa. Además, τ(B) es única y es la menor topoloǵıa que contiene a B.

Corolario 21
Sean X un conjunto y A una colección de subconjuntos de X t.q. ø,X ∈ A. Si
para todo par U,V ∈ A se tiene que U ∩ V ∈ A, entonces A es base de una
topoloǵıa en X .

2/20



Apéndice: Topoloǵıa, 3

Sea X un esp. topol.

Definiciones

• Un entorno de un punto p de X es cualquier conjunto N ⊂ X que
contiene a un abierto V que contiene a p: p ∈ V ⊂ N.

• Un entorno de un conjunto A ⊂ X es cualquier conjunto N ⊂ X que
contiene a un abierto V que contiene a A: A ⊂ V ⊂ N.

• Un elemento p ∈ X es punto interior de A ⊂ X si existe un entorno Vp de
p contenido en A: p ∈ Vp ⊂ A.

Propiedades

• Un conjunto es abierto si y sólo si es entorno de todos sus puntos.

• Un conjunto A es abierto si y sólo si todos sus elementos son puntos
interiores de A.

3/20



Funciones y correspondencias

Φ: X → P(Y )
x 7→ Φ(x)

⇐⇒ Φ: X ⇒ Y
x 7→ Φ(x) ⊂ Y

(Φ,X ,Y )

f : X → H(Y )
x 7→ f (x)

Φ(x):=f (x)⇐⇒ Φ: X ⇒ Y
x 7→ Φ(x) ⊂ Y

¿Tautoloǵıa?

f (x) = Φ(x) , f es continua ⇐⇒ Φ es continua
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Perturbation of the Jordan form, 1

Necessary conditions: A ∈ Cn×n, η > 0 adequate to A. Then ∃r > 0 s.t.
∀A′ ∈ B(A, r) ⊂ Cn×n:

(i)

Λ(A′) ⊂
⋃

α∈Λ(A)

B(α, η),

(ii) ⋃
µ∈Λ(A′)∩B(α,η)

w(µ,A′) ≺ w(α,A), ∀α ∈ Λ(A).
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Perturbation of the Jordan form, 2

Sufficient conditions: A ∈ Cn×n, η > 0 adequate to A. ∀α ∈ Λ(A) let tα ∈ N∗
and let bα1, . . . , bαtα be non-null partitions. Then ∀δ > 0,∃A′ s.t. ‖A′ −A‖ < δ
and

(i)

Λ(A′) ⊂
⋃

α∈Λ(A)

B(α, η),

(ii) ∀α ∈ Λ(A) the matrix A′ has precisely tα eigenvalues µα1, . . . , µαtα in
B(α, η) and

bαj = w(µαj ,A
′) (j = 1, . . . , tα),

if and only if
tα⋃
j=1

bαj≺ w(α,A), ∀α ∈ Λ(A).
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Apéndice, Topoloǵıa, 4

Sea (X , τ) un esp. topol., A ⊂ X . El conjunto

τA := {A ∩ Ω: Ω ∈ τ}

es una topoloǵıa sobre A.

Al espacio (A, τA) se le llama subespacio topológico del esp. topol. (X , τ).

Proposición 22 (Theorem 7.2 (1) de [6])

Sea (A, τA) un subespacio topológico de (X , τ), con A ⊂ X . Si B es una base
(subbase) de τ , entonces

{A ∩ U : U ∈ B}

es una base (subbase) de τA.

En el subespacio A, los entornos de un punto a ∈ A son los conjuntos A ∩ V ,
donde V es un entorno de a en X .
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Pseudoespectro estricto

ε ∈ [ε0(A),∞)

Ψ(ε) :=
⋃

Z∈Cn×n

‖Z−A‖6ε

Λg
k (Z); Ψ′(ε) :=

⋃
Z∈Cn×n

‖Z−A‖<ε

Λg
k (Z)

Ψ(ε) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) 6 ε}; Ψ′(ε) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) < ε}

Ψ(ε)

•

•

∂Ψ(ε) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) = ε}

Ψ′(ε) ⊂ ˚̄
Ψ(ε). Puede ocurrir que Ψ′(ε) 6= ˚̄

Ψ(ε)
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Pseudoespectro estricto

ε ∈ [ε0(A),∞)

Ψ(ε) :=
⋃

Z∈Cn×n

‖Z−A‖6ε

Λg
k (Z); Ψ′(ε) :=
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Accesibilidad

Lema 23 (Curve-selection Lemma, Theorem 2.5.5 de [3])

Sean A un subconjunto semialgebraico de Rn y p0 ∈ A. Entonces existe una
función semialgebraica continua ϕ : [0, 1]→ Rn t.q. ϕ(0) = p0 y ϕ(t) ∈ A para
todo t ∈ (0, 1].

Los subconjuntos S:= {(x , y) ∈ R2 : σn−k+1

(
(x + y i)In − A

)
6 ε} y S ′ :=

{(x , y) ∈ R2 : σn−k+1

(
(x + y i)In −A

)
< ε} de R2 son semialgebraicos. Además,

S ′ = S Entonces, dado un (x0, y0) ∈ S , existe una función semialgebraica con-
tinua ϕ : [0, 1]→ R2 t.q. ϕ(0) = (x0, y0) y ϕ(t) ∈ S ′ para todo t ∈ (0, 1].

V •
z0

•
ϕ(1)

Ψ(ε)

•

•

Semicont. inf.
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Accesibilidad

Lema 23 (Curve-selection Lemma, Theorem 2.5.5 de [3])

Sean A un subconjunto semialgebraico de Rn y p0 ∈ A. Entonces existe una
función semialgebraica continua ϕ : [0, 1]→ Rn t.q. ϕ(0) = p0 y ϕ(t) ∈ A para
todo t ∈ (0, 1].
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(
(x + y i)In − A

)
6 ε} y S ′ :=
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)
< ε} de R2 son semialgebraicos. Además,

S ′ = S Entonces, dado un (x0, y0) ∈ S , existe una función semialgebraica con-
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ϕ(1)
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Semicont. inf.
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Compacidad del pseudoespectro Λg
ε,k(A)

ζ ∈ Λg
ε,k(A) =⇒ ∃Z ∈ B(A, ε) t.q. ζ ∈ Λ(Z) =⇒ |ζ| 6 ‖Z‖ = ‖Z − A + A‖

⇓

|ζ| 6 ‖Z − A‖+ ‖A‖ 6 ε+ ‖A‖; =⇒ Λg
ε,k(A) es acotado.

Como
Λg
ε,k(A) = {z ∈ C : σn−k+1(zIn − A) 6 ε},

Λg
ε,k(A) es cerrado.

�
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Apéndice, Topoloǵıa, 5

p ∈ Ω ⊂ V

Proposición 24

Sean (X , τ) en esp. topol. y A ⊂ X . Entonces

A es abierto ⇐⇒ A es entorno de todos sus puntos.

Demo.
=⇒ Sea p ∈ A, A abierto =⇒ A es entorno de p.
⇐= Si ∀p ∈ A, A es entorno de p, =⇒ ∃Ωp abierto t.q. p ∈ Ωp ⊂ A. =⇒

A =
⋃
p∈A

{p} ⊂
⋃
p∈A

Ωp ⊂ A.=⇒

A =
⋃
p∈A

Ωp,=⇒

A es abierto, pues es unión de los abiertos Ωp. �

Definición 25 (Choquet, Définition 16–1 de [5])

En un espacio métrico E se dice que un subconjunto A de E es abierto si es
vaćıo o unión de bolas abiertas de radio positivo.

11/20



Continuidad mediante las imágenes inversas de una subbase

Sea f : X → Y una función. Si A1, . . . ,An ⊂ Y , se tiene que

f −1(A1 ∪ · · · ∪ An) = f −1(A1) ∪ · · · ∪ f −1(An),

f −1(A1 ∩ · · · ∩ An) = f −1(A1) ∩ · · · ∩ f −1(An).

Teorema 26
Sean X ,Y esps. topols., y f : X → Y una función. Son equivalentes:

(1) f es continua.

(2) La imagen inversa de cada miembro de una subbase(base) para Y es
abierta en X .

Demo. (1) =⇒ (2). Sea Σ una subbase para Y . Si f es continua, ∀S ∈ Σ,
f −1(S) es abierto.
(2) =⇒ (1). Sea F := {R ⊂ Σ | R es finito}. Para cada abierto V ⊂ Y existe
un FV ⊂ F t.q.

V =
⋃

R∈FV

⋂
S∈R

S ; =⇒ f −1(V ) =
⋃

R∈FV

⋂
S∈R

f −1(S). �
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Apéndice, Topoloǵıa 7

Sean (X , τ) un esp. topol. y p ∈ X ; denotaremos por V(p) al conjunto de todos
los entornos de p.

Definición 27
Se dice que B ⊂ V(p) es una base de V(p) (o base local de p) si todo
V ∈ V(p) contiene un W ∈ B.

Se dice que el espacio (X , τ) satisface el primer axioma de numerabilidad (first
countable) si cada punto tiene una base local finita o numerable.

Proposición 28

Si el esp. topol. (X , τ) satisface el primer axioma de numerabilidad, entonces
para cada p ∈ X existe una base local numerable V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vk ⊃ · · · .
Demo. Sea {Ui}∞i=0 una base local numerable de p. Definamos

Wk := U0 ∩ U1 ∩ · · · ∩ Uk , k ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Como A,B ∈ V(p)⇒ A∩B ∈ V(p);⇒ ∀k = 0, 1, 2, . . . se tiene que Wk ∈ V(p).
Para todo V ∈ V(p) ∃Ui0 t.q. p ∈ Ui0 ⊂ V . Dado que

Wi0 = U0 ∩ U1 ∩ · · · ∩ Ui0 ⊂ Ui0 ;⇒ p ∈Wi0 ⊂ V .

Por lo tanto, {Wk}∞k=0 es una base local numerable decreciente de p. �
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Ínfimo de un conjunto de números reales

Sea A ⊂ R. Se dice que c ∈ R es una cota inferior de A si c 6 x , ∀x ∈ A.
Diremos que A está acotado inferiormente si A tiene alguna cota inferior.

Teorema 29
Supongamos que A ⊂ R es un conjunto acotado inferiormente. Entonces el
conjunto L(A) de la cotas inferiores de A, tiene un elemento máximo.

¡Atención!
inf A := max L(A)

Cuestión: ¿Se puede asegurar que

inf A < x , ∀x ∈ A?

¡No! Sólo podemos asegurar que inf A 6 x , ∀x ∈ A, pues inf A es una cota
inferior de A.

K ,C ∈ H(Y ). Supongamos que un número δ > 0 satisface:

K ⊂ V (C , δ) ∧ C ⊂ V (K , δ).

¿Podemos afirmar que dH(K ,C) < δ? ¿o que dH(K ,C) 6 δ?
Sabemos que dH(K ,C) es el extremo inferior del conjunto

{η > 0 |K ⊂ V (C , η) ∧ C ⊂ V (K , η)}; =⇒ dH(K ,C) 6 δ.
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Apéndice. Topoloǵıa, 8

Duda.- Sean X ,Y esps. topols.. Sea f : X → Y una función. Sea a ∈ X .

f es continua en a ⇒ Para toda sucesión xn → a, se tiene que f (xn)→ f (a).

¿f es continua en a ⇐= Para toda sucesión xn → a, se tiene que f (xn)→ f (a)?

Respuesta.- En general, ¡no!

Si X satisface el primer axioma de numerabilidad, la implicación ⇐= es
verdadera.

Teorema 30
Sean X ,Y esps. topols.. Sea f : X → Y una función. Sea a ∈ X . Entonces

f es continua en a ⇐⇒ Para toda red xα → a, se tiene que f (xα)→ f (a).
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Redes

Definición 31
(D,6) es un conjunto dirigido si 6 es un preorden en D t.q. para todo par
α, β ∈ D, ∃γ ∈ D que satisface α 6 γ y β 6 γ. Una red en un conjunto X es
una función x : D → X , donde D es un conjunto dirigido.

Notas.-

• D puede ser infinito no numerable.
• Una red {xα}α∈D en un esp. topol. (X , τ) converge a a ∈ X si para cada

entorno V de a existe algún α0 ∈ D (que depende de V ) t.q. xα ∈ V ,
∀α > α0.
• Ejemplo.- Sea [a, b] ⊂ R. Llamaremos partición de [a, b] a cualquier

subconjunto finito P de [a, b] que contiene a {a, b}. Dadas P,Q
particiones, se tiene que P,Q ⊂ P ∪ Q. Por lo tanto, el conjunto de
particiones Π de [a, b] con el orden ⊂ es un conjunto dirigido. Sea
f : [a, b]→ R una función acotada. Sea P ∈ Π, y sean
a = x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = b los elementos de P ordenados en
sentido creciente (n depende de P). Definamos

Sf (P) :=
n∑

i=0

f (xi )(xi+1 − xi ), suma de Riemann.

Sf : Π→ R define una red. Si f es integrable Riemann, se tiene que la
red Sf converge a

∫ b

a
f (x) d x .
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Valores de adherencia de una sucesión

Sean X un esp. topol. y (ai )
∞
i=0 una sucesión de puntos de X . Se dice que un

punto p ∈ X es un valor de adherencia (v.a.) de esta sucesión si para cada par
(V , i) ∈ V(p)× N existe un j > i t.q. aj ∈ V .

p es v.a. de (ai ) si ∀(V , i) ∈ V(p)× N, ∃j > i , aj ∈ V .

p no es v.a. de (ai ) si ∃(V , i) ∈ V(p)× N, ∀j > i , aj /∈ V .

Demo. Teorema 7

Sea i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 < · · · una sucesión estrictamente creciente de N.
A la sucesión (aik )∞k=0 se le llama subsucesión de (ai )

∞
i=0.

Proposición 32 (Véase 6.1 (2), pág. 217 de [6])

Sea X un esp. topol. que satisface el primer axioma de numerabilidad.
Entonces p es un v.a. de (ai )

∞
i=0 si y sólo si existe alguna subsucesión (aik )∞k=0

que converge a p cuando k →∞.
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Funciones reales semicontinuas

Sea {xn}n∈N una sucesión de números reales. Se llama ĺımite superior (resp.
inferior) de {xn}n∈N al mayor (resp. menor) de sus ĺımites subsecuenciales. Se
denotan por

lim sup
n→∞

xn, lim inf
n→∞

xn,

respectivamente. Si {xn}n∈N no está acotada superiormente (resp. inferiormente),
definimos

lim sup
n→∞

xn =∞, (resp. lim inf
n→∞

xn = −∞).

Una función f : X → R se dice semicont. sup. en a ∈ X si para cada ε > 0
existe un entorno Ua(ε) de a t.q. ∀x ∈ Ua(ε),

f (x) < f (a) + ε.

Una función f : X → R se dice semicont. inf. en a ∈ X si para cada ε > 0
existe un entorno Ua(ε) de a t.q. ∀x ∈ Ua(ε),

f (a)− ε < f (x).

Lema 33
Supongamos que el esp. topol. X satisface el primer axioma de numerabilidad.
Sea f : X → R una función y a ∈ X . Entonces:

• f es semicont. sup. en a⇐⇒ [xn → a⇒ lim supn→∞ f (xn) 6 f (a)].

• f es semicont. inf. en a⇐⇒ [xn → a⇒ f (a) 6 lim infn→∞ f (xn)].
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Transitividad de subespacios topológicos

Proposición 34 (Proposition 9-4, pág. 26 de[5])

Sea f una aplicación de un esp. topol. X en un subespacio topol. Y de un esp.
topol. Z .
Decir que f es continua en un punto a ∈ X equivale a decir que f , considerada
como aplicación de X en Z es continua en a.

Demo. Los entornos de f (a) en Y son los conjuntos V ∩ Y , donde V es un
entorno de f (a) en Z ; se tiene que

f −1(V ∩ Y ) = f −1(V ) ∩ f −1(Y ) = f −1(V ) ∩ X = f −1(V ).

�
Nuestro caso.- Sea la correspondencia Φ : X ⇒ Y compacto-no-vaćıo valorada,
continua en a ∈ X . Sea f : X → (P0(Y ), τV ) dada por f (x) = Φ(x),∀x ∈ X .
Dado que f es continua en a y (H(Y ), (τV )H(Y )) es un subespacio topol. de
(P0(Y ), τV ), se tiene que f : X → (H(Y ), (τV )H(Y )) es continua en a.
Pero, (τV )H(Y ) = τH . Por tanto, f : X → (H(Y ), τH) es continua en a.
Y aqúı finaliza la demostración del Teorema 3.

Final Demo. Teorema 3
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Cerrados y compactos

Teorema 35
Sea Y un esp. métr. y K ⊂ Y . Entonces son equivalentes:

(1) K es compacto;

(2) Toda sucesión de puntos de K tiene al menos un valor de adherencia en K ;

(3) Toda sucesión de puntos de K tiene alguna subsucesión convergente, con
ĺımite en K ;

(4) Toda parte infinita de K tiene al menos un punto de acumulación en K .

Teorema 36
Sea Y un esp. topol. y C ⊂ Y . Tenemos que

(1) C es cerrado si y sólo si contiene a todos sus puntos de acumulación.

(2) Si Y es un espacio separado (o de Hausdorff):
Si C es cerrado, C ⊂ K y K es compacto, entonces C es compacto.
Todo compacto es cerrado.

20/20


	Referencias
	Appendix

