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i Como llegamos a este tema?

a=(ai,...,an-1) ERT L reRy

r ai
r a

B(rva):: )
r

h:[0,00) = [0,00), h(r):= o s1(B(r,a)),
m:= rr‘gﬂi@rl h(r) = h(ro).

Duda

iEs h estrictamente creciente y suprayectiva como funcién de [rp, o) en
[m, 00)?

A€ C™" e >0 jes continua la aplicacién € — {z € C: op_ks1(2lh — A) < €}?
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i Como llegamos a este tema?, 2

Pseudoespectros
AeC™" 1< k<n NA(A):={XeANA): mg(\ A) = k}; |

NA) = | M@.

Zechn
IZ-All<e

NS ((A) ={z € C: gp—kt1(zlh — A) < €}

AA) = | A2)

Zecnxn
[1Z—All<e

Teorema 1 (Karow [8], Corollary 2.3.8)

La funcién
f:[0,00) — H(C)
e — f(g) == N(A)

es continua.
Se basé en que la funcién Z — A(Z) de C"*" en H(C) es continua.

Pero,
ies continua Z — A{(Z)?

Al = o1(A).
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Google

Google: "continuity of level sets" —— Sukumar et al.

YouTube: "continuity of correspondences" — Rajiv Sethi



Distancia Hausdorff entre compactos K,L C Y

Y espacio métrico.
H(Y):={K C Y: K compacto no vacio}
K,L e H(Y)
du(K, L) :== max { max d(z, L), Tg;_(d(m K)}

SCVY,e>0

B(x,e):={y € Y: d(y,x) <e}
V(S,e) = U B(x,e)={yeY:d(y,S) <e}

x€S

du(K,L) =inf{fe > 0: K C V(L,e) A L C V(K,e)}



du(K,L) =inf{e >0: K C V(L,e) » LC V(K,e)}
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du(K,L) =inf{e >0: K C V(L,e) » LC V(K,e)}
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du(K,L) =inf{e > 0: K C V(L,e) o L C V(K,&)}
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Objetivo

Sean AcC"™"y1< k< n.

eo(A) := min ||Z — A
Zecnxn
N(2)#9

60(A) = rznelg U,,_k+1(zln — A)

Queremos demostrar que la funcién
g : [eo(A), 00) — H(C)

dada por € — A%, (A) es continua.



Queremos demostrar que la funcién
g : [eo(A), 00) — H(C)

dada por € — A%, (A) es continua.

Definicion 2

Sean X, Y conjuntos. Una correspondencia ¢ : X =2 Y es una regla que asigna
a cada x € X un subconjunto ®(x) de Y.

Grafo

\ Gr(®) == {(x,y) EX x Y 1y € d(x)}. \

Teorema 3 (Theorem 2.8 de [10]; Theorem 17.15 de [1])

Sean X un esp. topol. e Y un esp. métrico. Sea ® : X = Y una
correspondencia compacto-no-vacio valorada. Entonces la funcion

f: X — H(Y) definida por f(x):= ®(x)

es continua en a € X si y solo si la correspondencia ® es continua en a.



Definicién 4
Sean ¢,V : X =% Y correspondencias entre X e Y. Si W(x) C ®(x), Vx € X,
decimos que W es una subcorrespondencia de ®.

Como
/\f’k(A) C A:(A), Ve=>=0,
dadas
V: [g0(A),0) = C
£ /\jk(A)
®: [go(A),00) = C
e — A(A)
se tiene que

\ V(e) C d(e), Ve > o(A). \

Teorema 5 (Theorem 2.7 de [10]; Corollary 17.18 de [1])

Sean X un esp. topol. que satisface el primer axioma de numerabilidad e Y un
esp. métrico. Sean ®,V: X =% Y correspondencias no-vacio valoradas entre X
eY t.q. ® es compacto valorada y WV es una subcorrespondencia de & con
Gr(V) cerrado en X x Y. Si ® es semicontinua superiormente en a € X,
entonces W es semicontinua superiormente en a.



Esquema de la demostracién

Funciones Correspondencias
[e0(A), 00) — H(C) [eo(A),0) = C

f continua <= & continua,
Gr(W) cerrado

¢

WV semicont. sup.

g continua <= ¢ Sj probamos que W semicont. inf.
tendremos que

g(e) = V() = AZ (A) CA(A) = O(c) = f(e)

10/36



Definicién 6
Una correspondencia ®: X = Y entre esps. topols. es:

(1) semicontinua superiormente (SCS) en a € X si para cada abierto V t.q.
®(a) C V, existe un entorno U de a t.q. x € U implica que ®(x) C V;

(2) semicont. sup. en a € X si VV abierto ®(a) C V, 3U € V(a),vx € U,
d(x) C V;

(3) no es semicont. sup. en a si 3V abierto ®(a) C V, YU € V(a), Ix € U,
d(x0) ¢ V;

(4) semicontinua inferiormente (SCl) en a € X si para todo abierto V t. q.

V N ®(a) # g, existe un entorno U de a t.q. x € U implica que
VN d(x) # g

(5) continua en a € X si es semicontinua superior e inferiormente en a.
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Semicontinuidad superior de una correspondencia ®: (0, b) = R
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Semicontinuidad superior de una correspondencia ®: (0, b) = R

*(x)
A T\
VINC .
s \_
0 X1 Xo X3 Xa b x
U
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*(x)
L T\
VINC :
b AN
: [
0 X1 Xo X3 Xa b x
U
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Semicontinuidad superior de una correspondencia ®: (0, b) = R

12/36



Semicontinuidad inferior de una correspondencia ®: (0,b) = R
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Semicontinuidad inferior de una correspondencia ®: (0,b) = R

A~
+
bed

< &
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Semicontinuidad inferior de una correspondencia ®: (0,b) = R

A~
+
bed

< &
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Semicontinuidad inferior de una correspondencia ®: (0,b) = R
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El grafo de W: [g9(A), o) = C es cerrado

Gr(V) :={(,2) € [20(A),0) x C: z € W(e)}

Probaremos que Gr(W) es abierto.

Sea (e1,21) € Gr(V)°. Esto equivale a que
On—kt1(zilh — A) >e1 <= on—kt1(zilh — A) —e1 > 0.
Como la funcién f: [g9(A), 0) x C — R, dada por
f(e, z) == on—is1(zln — A) — &,

es continua, se sigue que existe un entorno U de (g1, z1) t.q. V(g,z) € U se tiene

que
f(e,z) > 0.

Por lo tanto, Gr(W)° es abierto. O
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)

Semicontinuidad inferior de W: [gg(A),o0) = C

Sea £1 € [e0(A), ). Sea V C C abierto t.q. VN W(e1) # @. ;3 entorno U de
e1tq.Vee U, VNV(e) # g?

e

VNV(e)#¢
.

Vﬂ\ul(cﬁ) 7&¢.
Sea ¢ € VNV (&),
— 37 € B(A,e1)
t.q. mg(¢, 2) > k.

g1 <e =
V(e1) C V().
= VnNnU(e)#o

Tomemos un 7 > 0 adecuado a Z
t.g. B(¢,m) C VNV (e1).

ea 0 < d; <& —||Z— Al Sea
A:=w(¢,Z); como a < w(¢,Z),
V' € B(Z,61) que tiene un solo
vdlor propio w en B((,n) que

\U(61)
,2') = a; = mg(u, 2') > k.

12— Al < 12" = 2| +11Z - Al
< 01+ ||Z—AH <e1.

I

e v (o +|Z - Al)

(N = VNV +[Z-Al) #8.
e U

O



Caracterizaciones secuenciales de la semicontinuidad

Teorema 7

Supongamos que el esp. topol. satisface el primer axioma de numerabilidad y
que Y es un esp. métr.. Sean ® : X == Y una correspondencia no-vacio
valorada y a € X. Entonces las aserciones (1) y (2) que siguen son
equivalentes.

(1) La correspondencia & es semicont. sup. en a y ®(a) es compacto.

(2) Si una sucesion {(xn, yn)}720 en el grafo de & satisface x, — a, entonces
la sucesion {ya}neq tiene un valor de adherencia que estd en ®(a).

Teorema 8

Para una correspondencia ® : X = Y entre esps. topols. que satisfacen el

primer axioma de numerabilidad las aserciones siguientes son equivalentes.

(1) La correspondencia ® es semicont. inf. en un punto a.

(2) Sixn — a, entonces para cada b € ®(a) existen una subsucesion {x,, } de
{xn} y elementos y, € ®(x,,) para cada k tales que yx — b.
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Correspondencia SCS en 0, que no cumple la condicién (a)

y __J(0,1] six=0,
g *) = {(O,X) si x € (0,1].

17/36



Topologia de Vietoris

Sean X, Y espacios topolégicos. Denotemos Py(Y) al conjunto de las partes no
vacias de Y.

Duda

i Es cierto que una correspondencia ¢ : X =2 Y es continua en a € X si y sélo
si la funcién f : X — Po(Y), dada por f(x) := ®(x),Vx € X, es continua en
a € X dotando a Py(Y) de la topologia de Vietoris? Respuesta: Si.

Sea Y un esp. topol.. Para cada abierto G de Y, definamos
G':={BePy(Y):BCG}, G :={BePy(Y):GNB#g}, ¢"=¢" =9,
pues {B € Py(Y): BC g}y {B € Po(Y): 8N B # g} son vacios.

o8,

)




Topologia de Vietoris, 2

Una base A de la topologia de Vietoris de Py(Y') estda dada por los conjuntos

de la forma
GENGiN---NGE

donde Gy, Gi, ..., G, son subconjuntos abiertos de Y, n > 1.
Proposicién 9

Si F, G son abiertos de Y, entonces (FN G)" = F'N G".
Demo. Sea B € Py(Y).

Be(FNG)'<—=BCFNG<<BCF\BCG<+<=BeF'nG". O

Proposicién 10

La interseccion de dos elementos de A pertenece a A.

Demo. Sean Gy, Gi,...,G,, G§, Gi,..., G, n,m > 1, abiertos de Y. Se tiene
que

(GENGiN-—-NGHN(G NG N---NGLY
=(GNG)'NGIN---NGNG‘n---naG,. O

Como, ademds, Y“ = Y* = Py(Y) y 8" = ¢° = g, por el Corolario 21, se sigue
que A es base de una topologia de Py(Y). En resumen, {GY, G*: G abierto de Y}
es una subbase.
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Otra definicién, mas simple

La topologia de Vietoris 7v de Po(Y), donde (Y,7) es un esp. topol., estd
engendrada por la base siguiente: para toda n-tupla (Gi,...,G,), n > 1, de
abiertos de Y, construimos el conjunto basico

(Gi,...,Gn) ={CCGU---UG,: CNG; #@, paratodo i€ {l,...,n}}.
Entonces

B:={(G1,...,Gy): G1,...,Gy €T,n>1}.

En resumen,
{G": G abierto de Y}

es una subbase de la topologia de Vietoris 7v de Py(Y).
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iCémo puede ser una bola abierta en H(R2)?

Sea C € H(R?).

Bu(C,e) :={K € H(R?): du(K,C) <&}

V(C,e)~ V(0C,e) C K C V(C,e) = K € Bu(C,e)
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/ \
pama Qi
7N\

N— v B—I(C,E)
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iCémo puede ser una bola abierta en H(R2)?

Sea C € H(R?).
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iCémo puede ser una bola abierta en H(R2)?

g U
e N\ o=

/4
N

Existen K finitos en la bola By(C,¢). Como

CcC U B(x,e/2); = 3x1,...,xn € C t.q. C C UB(X;,5/2).
xeC i=1
Sea K:={x1,....,xn}; = CC V(K,e/2) N KC CC V(C,e/2). =
du(K,C) <e/2 <e; = K € Bu(C,¢).
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Teorema 11 (Theorem 3.91, pag. 120 de [1])
La topologia (Tv)H(Y) de H(Y'), como subespacio topoldgico de (Po(Y),7v),

es igual a la topologia T4 del espacio métrico (H(Y), dy )

Demo. Empezaremos probando que para cada abierto G de Y, los conjuntos
H(Y)N G" y H(Y) N G* son abiertos en la topologia 4. Ya que ¢ = ¢" = ¢
e Y¥ = Y"= Py(Y), podemos suponer que g # G cv.

Sea C € H(Y) N G". Esto es, C es compacto no vacio y C C G. Para cada

x e C,

pues G° es cerrado.

d(x, G%) == inf_d(x,y) = min d(x, y),

Sea € := minkecd(x,G). Sie =0, Ixp € C t.q.
d(x0, G°) = 0; = 3y € G° t.q. minycge d(x0,y) =
d(x0,¥0); = xo = yo; como C N G° = ¢, esto es
imposible. Luego € > 0. Sea

Bu(C,e) :={K € H(Y): du(K, C) < €}, bola abierta.

Si K € Bu(C,e), = K € H(Y)adu(K,C) < ¢
= K C V(C,e) C G = K € H(Y)n GY;
= H(Y) N G" es ty—entorno de todos sus puntos.
Por lo tanto, H(Y) N G" es Ty—abierto en H(Y).
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continuacién, 1, ...

Sea C € H(Y) N G*. Esto es, C es compacto
no vacioy CN G # g. Fijemos un x € CN G.
Entonces 3¢ > 0 t.q. B(x,e) C G. Afirmamos
que

Bu(C,e) C H(Y)Nn G".

Para ver esto, sea K € By(C,e¢). Esto es, K €
H(Y)adu(K,C) < e.
Como d(x,K) < du(K,C), = 3Ty € K tq.
dix,y) <& = ye G = GNK #g
= K € G". De donde,

Bw(C,e) C H(Y)Nn G".

Por tanto, H(Y) N G* es ty—abierto en H(Y).
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continuacién, 2, ...
Ahora demostraremos que cualquier bola
abierta de (H(Y),dn) es (TV)H(Y)—abierto.
Sean C € H(Y) y € > 0. Necesitamos de-
mostrar que para cada K € By(C,¢) existe un
Ty—abierto Uk en Py(Y) t.q.

K € H(Y)ﬂuK C BH(C7E).

(El abierto Uk depende de K). Lo cual im-
plicarfa que Bu(C,e¢) seria (TV)H(Y)—entorno
de todos sus puntos; = By(C,e) seria
(7v) H(y)~2bierto.

Empecemos. Como dy(K, C) < &, se tiene que
ek :=¢e —du(K,C) > 0. (1)
Sea Gp := V(K,ex/2)={y € Y :d(y,K) <
ek /2}. Como
K c | B(xex/2)
xeK
y K es compacto, existe un conjunto finito

{x1,...,x} C K taq. 24/36
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Sean C € H(Y) y € > 0. Necesitamos de-
mostrar que para cada K € By(C,¢) existe un
Ty—abierto Uk en Py(Y) t.q.

K € H(Y)ﬂuK C BH(C7E).

(El abierto Uk depende de K). Lo cual im-
plicarfa que Bu(C,e¢) seria (TV)H(Y)—entorno
de todos sus puntos; = By(C,e) seria
(7v) H(y)~2bierto.

Empecemos. Como dy(K, C) < &, se tiene que

ek :=¢e —du(K,C) > 0. (1)

Sea Gp := V(K,ex/2)={y € Y :d(y,K) <
ek /2}. Como

K c | B(xex/2)

xeK

y K es compacto, existe un conjunto finito

{x1,...,x} C K taq. 24/36



continuacién, 2, ...
Ahora demostraremos que cualquier bola
abierta de (H(Y),dn) es (TV)H(Y)—abierto.
Sean C € H(Y) y € > 0. Necesitamos de-
mostrar que para cada K € By(C,¢) existe un
Ty—abierto Uk en Py(Y) t.q.

K € H(Y)ﬂuK C BH(C7E).

(El abierto Uk depende de K). Lo cual im-
plicarfa que Bu(C,e¢) seria (TV)H(Y)—entorno
de todos sus puntos; = By(C,e) seria
(7v) H(y)~2bierto.

Empecemos. Como dy(K, C) < &, se tiene que
ek ==¢e —du(K,C) > 0. (1)
Sea Gp := V(K,ex/2)={y € Y :d(y,K) <
ek /2}. Como
K c | B(xex/2)
xeK
y K es compacto, existe un conjunto finito

{x1,...,x} C K taq. 24/36



Go

continuacion, 2, ...

Ahora demostraremos que cualquier bola
abierta de (H(Y),dn) es (TV)H(Y)—abierto.
Sean C € H(Y) y € > 0. Necesitamos de-
mostrar que para cada K € By(C,¢) existe un
Ty—abierto Uk en Py(Y) t.q.

K € H(Y)ﬂuK C BH(C7E).

(El abierto Uk depende de K). Lo cual im-

plicarfa que Bu(C,e¢) seria (TV)H(Y)—entorno

de todos sus puntos; = By(C,e) seria
(7v) H(y)~2bierto.

Empecemos. Como dy(K, C) < &, se tiene que
ek :==e —du(K,C) > 0. (1)
Sea Gp := V(K,ex/2)={y € Y :d(y,K) <
ek /2}. Como
K c | B(xex/2)
xeK

y K es compacto, existe un conjunto finito
{x1,...,xn} C K t.q.
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Go

continuacién, 3, ...

K c|JB(xi,ex/2) A
i=1
Vj€{L,...,n}, K Z | JB(x,ex/2).
Z
Llamemos G; := B(xj,ex/2) y tomemos

Uk = G NGIN---NGL.

K c | B(x,ex/2) = V(K,ex/2) = Go;
xeK
— KeG.

La eleccién de xi, . .., x, prueba que KNG; #
@, Vi € {1,...,n}. En consecuencia,

KeG'NGin - NGt =Uk.
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continuacién, 3, ...

KC U B(xi ek /2) A

i=1
vie{l,..., n}, K ¢ |JB(xi,ex/2).
Z
Llamemos G; := B(xj,ex/2) y tomemos

Uk = G NGIN---NGL.

K c | B(x,ex/2) = V(K,ex/2) = Go;
xeK
— KeG.

La eleccién de xi, . . ., Xn prueba que KNG; #
g, Vie{l,..., n}. En consecuencia,

KeG'NGin - NGt =Uk.
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continuacién, 4, ...
Ahora, vamos a demostrar que
H(Y)N Uk C Bu(C,e).

Sea L € H(Y)NUk; = L C Y es compacto no
vacio A L C Gy A LNG; # @, Vi€ {1,...,n}. Quiero
demostrar que dy(L, C) < e. Usaré la desigualdad

du(L, C) < du(L, K) + du(K, C).

Dado que Go = {y € Y : d(y, K) < ex/2}, se sigue
que

maLxd(y7 K) =d(y, K) < ek/2, donde yp € L. (2)
ye

Cada x € K pertenece a algin G; = B(xj,ek/2),
que a su vez contiene puntos y. de L. Es decir,
X, ¥x € Gi; = d(x,yx) < d(x,x) + d(xi, yx) < ek;
= d(x,L) <d(x,yx) < ex; = d(x, L) < ex; =

malz(d(x, L) =d(x0, L) < ek, donde xp € K. (3)
x€
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continuacion, b, ...

De (2) y (3), deducimos que
du(L, K) := max {r;]gz(d(y, K), Tea’z(d(x, L)} < €k.

De donde, por (1),
dH(L7 C) < dH(L, K) + dH(K7 C) < ek + d,t-/(K7 C) = €.

d
Asi pues, hemos dado un paso importante en la demostracién del Teorema 3.
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X =2(Y,7); F:X—=(P(Y),7v); f(x):=(x)

Teorema 12
Supongamos que ® : X = (Y, T) es no-vacio valorada. Entonces ® es continua
siysélosi f: X — (Po(Y),7v), dada por f(x) := ®(x),Vx € X, es continua.

Demo.- Supongamos que ® es continua. Por el Teorema 26, como
{G".G":Ger}

es una subbase de 7y, si probamos que f~1(G") y f~1(G*) son abiertos en X,
habremos probado que f es continua.

Plan.- Tomo un xo € f~(G") cualquiera. Demostraré que f~*(G") es un en-
torno de xo. Lo que implicard que f_l(G”) es entorno de todos sus puntos. Y
asi, que f1(G") es abierto.

Observemos que

fHG") ={xe X|f(x) € G} ={x e X|d(x) € G'} = {x € X|d(x) C G}.

Como & es semicont. sup. en xp y ®(x0) C G, existe un entorno Uy, de xp t.q.
Vx € Uy = ®(x) C G. De donde, f(x) € GY, =

Uy, C FH(G"); = f(G") es entorno de xo; =

f~1(G") es abierto. sigue
g
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continda ...

Probemos ahora que si G € Ty xo € f~*(G*), entonces f~*(G*) es un entorno
de xg. Recordemos que

G'={BecPy(Y)|BNG#g}.

Como @ es semicont. inf. en xo y ®(x0) N G # @, Uy, (entorno de xp) t.q.
Vx € Uy, ®(x)NG # @. En consecuencia, f(x) = ®(x) € G* = x € f}(G");
= Uy, C F1(G*); = f1(G") es entorno de xo; = f(G") es abierto.
Acabamos de probar que si ® : X =2 Y es semicont. sup. e inf. en X, entonces
f: X — Po(Y) es continua en X.

Reciproco.- Supongamos que f : X — Py(Y) es continua en xo € X. Probare-
mos que ® : X = Y es semicont. sup. en inf. en xo.

Sea G C Y abierto t.q. ®(x) C G; = f(x) € G". Dado que G" es un
abierto de Py(Y) y f es continua en x, se tiene que f~*(G") es un entorno de
xo. Ademds, Vx € f71(GY), ®(x) = f(x) € G" <= d(x) C G; = d es
semicont. sup. en xp.

(sigue)
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continda ...

Sea G C Y abierto t.q.
¢(Xo) nG 7& @.

— f(x) € G*. Como G* es un abierto de Po(Y) y f es continua en xo
— f~}(G"*) es un entorno de xq.
Ademis, Vx € f1(G), f(x) € G* «= f(x)NG #8 <= d(x)NG # o
— ® es semicont. inf. en xp.
g
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Sucesiones de subconjuntos

Sea (Kn)nen una sucesién de subconjuntos de un esp. métrico. Se llama liminf,— o K
al conjunto de limites de sucesiones y, € K,. Se llama limsup,_, .. K, al conjunto
de valores de adherencia de sucesiones y, € K.
Observemos que
liminf K, C limsup K.

n—oo n— oo
Ejemplo [2, P4g. 18]. Sea (Ka)nen~ la sucesién de subconjuntos K, de R?
definida por

K — {{3,} x [0,1], i nes par,

{1} x [-1,0], si n esimpar.
liminf K, = {(0,0)}, limsupK, = {0} x [-1,1].
n—oo n— o0




Proposicién 13 (Corollary 5.3.7. de [7])

Sea & : X = Y una correspondencia entre esps. topols. X e Y que satisfacen
el primer axioma de numerabilidad. Sea a € X. Si ® es semicont. sup. en a,
entonces para toda sucesion x, — a tenemos

limsup ®(x,) C ®(a).

n— oo

Proposicién 14 (Corollary 5.3.16. de [7])

Sea & : X = Y una correspondencia entre esps. topols. X e Y que satisfacen
el primer axioma de numerabilidad. Sea a € X. Si ® es semicont. inf. en a,
entonces para toda sucesion x, — a tenemos

d(a) C I|nnl|or;f ®(xp).
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Comienzo de la demostracién del Teorema 5

Teorema 7. Repetido, por comodidad. X p.a.n., Y esp. métr.,, ¥ : X =Y
no-vacio valorada, a € X. Son equivalentes: (1)  es semicont. sup. en a y
®(a) es compacto. (2) Si {(xn, yn)}oo € Gr(®)" satisface x, — a, entonces
{¥n}2o tiene un v.a. en ®(a).
Demo. (1) = (2). Supongamos que ningin punto de ®(a) es v.a. de {y,}.
Esto implica que Vb € ®(a) existen un entorno abierto Vj, de by un
indice np t.q. Vm > np, tenemos que ym ¢ Vj. Ya que ®(a) es compacto,
®(a) C V=V, U---UV,,. Sea

no = max{np,...,Np, }.

Entonces Ym > no tenemos que ym ¢ V. Por otro lado, ya que ® es semicont.
sup. en a, para todo m suficientemente grande debemos tener que

Ym € ®(xm) C V, una contradiccién.

(2) = (1). Sea {W;}ien una base local numerable decreciente de a. Si ¢ no
es semicont. sup. en a, existe un abierto V, ®(a) C V t.q. Vi € N, 3x; € W,
t.q. ®(x;) ¢ V. Lo que implica que Jy; € ®(x;) con y; ¢ V. Por ser

Wi D Wii1,Vi € N, se tiene que limj_, x; = a. Claramente, la sucesién {y;}ien
no tiene un v.a. en ®(a), lo que contradice (2).

Ahora sea {yn} una sucesién en ®(a). Entonces tomando x, := a, Vn, se tiene
que limp— o0 X, = a. Asi pues, por (2) {yn} tiene un v.a. en ®(a). Como la
sucesidn {yn,} es arbitraria, el conjunto ®(a) es compacto. O
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Sigue de la demostracién del Teorema 5

Corolario 15

Sea ® una correspondencia compacto-no-vacio valorada entre X (esp. topol.
que satisface el p.a.n.) e Y (esp. métr.). Entonces ® es semicont. sup. en

a € X si y sélo si para toda sucesion {(xn,yn)} en el grafo de ® que satisface
Xn — a, la sucesion {y,} tiene un v.a. en ®(a).

Proposiciéon 16

Sean X,Y esps. topols.. Sean I': X = Y no-vacio valorada t.q. Gr(') es
cerrado en X x Y. Entonces, Va € X el conjunto I'(a) es cerrado en Y (es
decir, T es cerrado-valorada).

Demo. Sea b un punto de acumulacién cualquiera de '(a). Si probamos que
b € T'(a), por el Teorema 36 (1) habremos demostrado que ['(a) es cerrado. En
todo entorno V de b existen y € ['(a),y # b. = (a, b) es punto de acumulacién
de Gr(I), pues si Uy V son entornos de a y b, respectivamente, se tiene que
I(a,y) € Gr(F) en U x V con y # b. Y, como Gr(I') es cerrado, se sigue que
(a,b) € Gr(IN) <= beTl(a).

O
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Sigue de la demostracién del Teorema 5 ...

Teorema 5. Repetido, por comodidad. Sean X un esp. topol. que satisface el
p.a.n. e Y un esp. métr.. Sean ®,W: X =2 Y no-vacio valoradas t.q. ® es
compacto valorada y W es una subcorrespondencia de ® con Gr(V) cerrado en
X x Y. Si ® es semicont. sup. en a € X, entonces V es semicont. sup. en a.

Demo. Sea a € X. Supongamos que una sucesién {(xn, yn)} € Gr(W) satisface
que x, — a. Entonces, por el Teorema 7, {y,} tiene un v.a. b € ®(a). Afirmamos
que b € V(a). Para ver esto, sea {yp, } una subsucesién de {y,} que converge a b
en Y. Pero entonces, como (X, , yn, ) € Gr(V) para cada k, (X, yn,) — (a,b) ¥
Gr(WV) es cerrado, inferimos que (a, b) € Gr(V). Asi pues, b € ¥(a), y ya que ¥
es compacto-no-vacio valorada, se sigue por el Corolario 15 que W es semicont.
sup. en a.

O
Con esto, concluye la demostracién del Teorema 5. Y aqui doy por terminados
estos seminarios. Muchas gracias por vuestra atencién.
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Apéndice: Topologia, 1

Definicién 17
Dados un conjunto X y una coleccién ¥ C P(X). Sea 7(X) la minima
topologia que contiene a X. A la coleccién X se le llama una subbase de 7(X).

Teorema 18 (Theorem 3.1, p. 65, de [6])

Dada cualquier coleccion ¥ de subconjuntos de X, existe una unica, minima
topologia 7(X) D X. La topologia 7(X) puede ser descrita asi: Estd formada
por ¢, X, todas las intersecciones finitas de miembros de ¥, y todas las uniones
arbitrarias de estas intersecciones finitas.
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Apéndice: Topologia, 2

Definicion 19
Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una coleccién A C 7 de subconjuntos de X
es una base de 7 si cada miembro de 7 es unién de miembros de A.

Observacién
Si A es una base de 7, entonces necesariamente g € Ay J,c A= X.

Teorema 20
Sean X un conjunto y B una coleccion de subconjuntos de X que satisface:

(1) Para cada par U,V € 8 t.q. UNV # ¢ y para cada x € UN V, existe un
W € B que satisfacex e W C UNV.

(2) g € 8.

(3) Upes B=X.

Entonces la coleccion 7(8B) que estd formada por todas las uniones de
miembros de B, es una topologia sobre X; esto es, B es una base de alguna
topologia. Ademds, T(8B) es tnica y es la menor topologia que contiene a B.

Corolario 21

Sean X un conjunto y A una coleccion de subconjuntos de X t.q. ¢, X € A. Si
para todo par U,V € A se tiene que UNV € A, entonces A es base de una
topologia en X.



Apéndice: Topologia, 3

Sea X un esp. topol.

Definiciones

e Un entorno de un punto p de X es cualquier conjunto N C X que
contiene a un abierto V' que contiene a p: p€ V C N.

e Un entorno de un conjunto A C X es cualquier conjunto N C X que
contiene a un abierto V que contienea A: AC V C N.

e Un elemento p € X es punto interior de A C X si existe un entorno V, de
p contenido en A: p € V, C A.

Propiedades
e Un conjunto es abierto si y sélo si es entorno de todos sus puntos.

e Un conjunto A es abierto si y sélo si todos sus elementos son puntos
interiores de A.



f

i Tautologia?
f(x) = o(x) |,

Funciones y correspondencias

®: X — P(Y) = P X=Y

x = P(x) x—=d(x)CY
X o HY)  TEY eixoy
x > f(x) x> d(x)CY

f es continua <= ® es continua



Perturbation of the Jordan form, 1

Necessary conditions: A € C"*" 1 > 0 adequate to A. Then dr > 0 s.t.
VA" € B(A,r) C C™*":

NAYC | Bla,n),

a€eN(A)

U w(i, A < w(a, A), Va € A(A).
HENA)NB(cx,m)
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Perturbation of the Jordan form, 2

Sufficient conditions: A € C"*", n > 0 adequate to A. Voo € A(A) let t, € N
and let b1, ..., bar, be non-null partitions. Then V& > 0,9A" s.t. ||[A" — A|| < §
and

()
NAY C | Bleyn),
a€eN(A)
(ii) Ya € A(A) the matrix A" has precisely t. eigenvalues jia1, ..., ftat, in
B(a,n) and

b(,j = W(,uwj, A/) (_j =1,..., ta)7
if and only if

ta
) baj= w(e, A), Vo€ AA).

j=1
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Apéndice, Topologia, 4

Sea (X, 7) un esp. topol., A C X. El conjunto
Ta:={ANQ: Qer}

es una topologia sobre A.

Al espacio (A, 74) se le llama subespacio topoldgico del esp. topol. (X, 7).

Proposicién 22 (Theorem 7.2 (1) de [6])

Sea (A, Ta) un subespacio topoldgico de (X, T), con A C X. Si B es una base
(subbase) de T, entonces
{ANnU: Ue B}

es una base (subbase) de Ta.

En el subespacio A, los entornos de un punto a € A son los conjuntos ANV,
donde V' es un entorno de a en X.



Pseudoespectro estricto

€ € [g0(A), o)

v(e)= J M2 V()= | M2

Zegnxn Zecnxn
[1Z—All<e z=Al<e

V() ={z€C: opii1(zlh —A) e}y V'(e)={z€C:0ppyi(zl, —A) < e}

V() ={z e C: op_is1(zl, — A) = ¢}

V'(e) C \J/J(?) Puede ocurrir que V'(g) # \I/J(;)



Pseudoespectro estricto

€ € [g0(A), o)

V)= |J M2 Vi) = | M@
zecrxn Zecxn
iz=Al<e iZ=All<e
V() ={z€C: opii1(zlh —A) e}y V'(e)={z€C:0ppyi(zl, —A) < e}
"‘ o ~’\
1 Y
NooeV(E)
5~ 1
-~ 1
s 1
A o 1
N ! V() ={z e C: op_is1(zl, — A) = ¢}
4
. ' o o
/" "' V() C W(g). Puede ocurrir que V'(g) # W(e)
’ S
1 L4
. P4
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Accesibilidad

Lema 23 (Curve-selection Lemma, Theorem 2.5.5 de [3])

Sean A un subconjunto semialgebraico de R" y po € A. Entonces existe una
funcién semialgebraica continua ¢ : [0,1] = R" t.q. p(0) = po y ¢(t) € A para
todo t € (0,1].

Los subconjuntos S:= {(x,y) € R* : on_ss1((x + yi)lh — A) < e} y §' =
{(x,y) € R* : op_rs1((x + yi)l» — A) < ¢} de R* son semialgebraicos. Ademas,
S’ = S Entonces, dado un (xo,¥0) € S, existe una funcién semialgebraica con-
tinua ¢ : [0,1] — R? t.q. ©(0) = (x0,¥0) y ©(t) € S’ para todo t € (0, 1].




Accesibilidad
Lema 23 (Curve-selection Lemma, Theorem 2.5.5 de [3])

Sean A un subconjunto semialgebraico de R" y py € A. Entonces existe una

funcién semialgebraica continua ¢ : [0,1] = R" t.q. p(0) = po y ¢(t) € A para
todo t € (0,1].

Los subconjuntos S:= {(x,y) € R* : on_ss1((x + yi)lh — A) < e} y §' =
{(x,y) € R* : op_rs1((x + yi)l» — A) < ¢} de R* son semialgebraicos. Ademas,
S’ = S Entonces, dado un (xo,¥0) € S, existe una funcién semialgebraica con-
tinua ¢ : [0,1] — R? t.q. ©(0) = (x0,¥0) y ©(t) € S’ para todo t € (0, 1].

"
o
~
O
~—
-

~
Dl R et



Compacidad del pseudoespectro A%, (A)

(€N, (A) = 3Z € BA,2) ta. (€ NZ) = [¢| < | Z]| = |Z — A+ A
A
(¢ <11Z = All + ]l < & + [|Al; = A%, (A) es acotado.

Como
/\E,k(A) ={ze€C:op_ky1(zl, — A) < &},

A2 ((A) es cerrado.
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Apéndice, Topologia, 5

Proposicién 24
Sean (X, 1) en esp. topol. y A C X. Entonces

A es abierto <+= A es entorno de todos sus puntos.

Demo.
— |Sea p € A, A abierto = A es entorno de p.
< |SiVp e A, Aesentorno de p, = 3, abiertot.q. p€ Q, C A. =

A= J{ptcUpcA=

pEA pEA
A=) =
pPEA
A es abierto, pues es unidn de los abiertos €. g

Definicién 25 (Choquet, Définition 16-1 de [5])

En un espacio métrico E se dice que un subconjunto A de E es abierto si es
vacio o unién de bolas abiertas de radio positivo.
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Continuidad mediante las imdgenes inversas de una subbase

Sea f : X — Y una funcién. Si Ay,..., A, C Y, se tiene que

FHALU- UA) = F 1A U U (Ay),
fH AN NA)=Ff Y (A) NN FHA).

Teorema 26

Sean X, Y esps. topols., y f : X — Y una funcién. Son equivalentes:

(1) f es continua.

(2) La imagen inversa de cada miembro de una subbase(base) para Y es
abierta en X.

Demo. (1) = (2). Sea X una subbase para Y. Si f es continua, VS € %,

f71(S) es abierto.
(2) = (1). Sea F := {R C X | R es finito}. Para cada abierto V C Y existe

un Fy C F t.q.

v=UU NsS=rMM= NFis. O

RETFy SER RETFy SER
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Apéndice, Topologia 7

Sean (X, 7) un esp. topol. y p € X; denotaremos por V(p) al conjunto de todos
los entornos de p.

Definicién 27

Se dice que B C V(p) es una base de V(p) (o base local de p) si todo

V € V(p) contiene un W € B.

Se dice que el espacio (X, 7) satisface el primer axioma de numerabilidad (first
countable) si cada punto tiene una base local finita o numerable.

Proposiciéon 28

Si el esp. topol. (X, T) satisface el primer axioma de numerabilidad, entonces
para cada p € X existe una base local numerable Vo D V1 D --- D VD ---.

Demo. Sea {U;}7Z, una base local numerable de p. Definamos
Wi :=UnNnUnN---N U, k6{0,1,27...}.

Como A,B € V(p) = ANB € V(p); = Vk =0,1,2,...setiene que Wi € V(p).
Para todo V € V(p) 3V, t.q. p € U, C V. Dado que

M/;OIUoﬂU1ﬂ-~~ﬁU,'0CU,'0;¢p€ VV,'OCV.

Por lo tanto, { Wi }72, es una base local numerable decreciente de p. g

13/20



Infimo de un conjunto de nimeros reales

Sea A C R. Se dice que ¢ € R es una cota inferior de A si ¢ < x, Vx € A.
Diremos que A estd acotado inferiormente si A tiene alguna cota inferior.

Teorema 29
Supongamos que A C R es un conjunto acotado inferiormente. Entonces el
conjunto L(A) de la cotas inferiores de A, tiene un elemento maximo.

jAtencion!
inf A := max L(A)
Cuestion: ;Se puede asegurar que
inffA<x, VxegA?
iNo! Sélo podemos asegurar que infA < x,Vx € A, pues inf A es una cota
inferior de A.
K, C € H(Y). Supongamos que un nimero § > 0 satisface:
K C V(C,0) N CC V(K,9).

iPodemos afirmar que dy(K, C) < 67 jo que duy(K, C) < 467
Sabemos que dy(K, C) es el extremo inferior del conjunto

{n>0|KCV(C,n) A CCV(K,n)} = du(K,C) <.
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Apéndice. Topologia, 8

Duda.- Sean X, Y esps. topols.. Sea f: X — Y una funcién. Sea a € X.

f es continua en a = Para toda sucesién x, — a, se tiene que f(x,) — f(a).

if es continua en a <= Para toda sucesién x, — a, se tiene que f(x,) — f(a)? ‘

Respuesta.- En general, jno!

Si X satisface el primer axioma de numerabilidad, la implicacién <= es
verdadera.

Teorema 30
Sean X, Y esps. topols.. Sea f: X — Y una funcién. Sea a € X. Entonces

f es continua en a <= Para toda red xo — a, se tiene que f(xa) — f(a). ‘
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Redes

Definicién 31

(D, <) es un conjunto dirigido si < es un preorden en D t.q. para todo par
a,B € D, 3y € D que satisface a < vy 8 < . Una red en un conjunto X es
una funcién x : D — X, donde D es un conjunto dirigido.

Notas.-

e D puede ser infinito no numerable.

e Una red {xa}acp en un esp. topol. (X, 7) converge a a € X si para cada
entorno V de a existe algin ap € D (que depende de V) t.q. xo € V,
Ya > ag.

e Ejemplo.- Sea [a, b] C R. Llamaremos particién de [a, b] a cualquier
subconjunto finito P de [a, b] que contiene a {a, b}. Dadas P, Q
particiones, se tiene que P, Q@ C P U Q. Por lo tanto, el conjunto de
particiones I de [a, b] con el orden C es un conjunto dirigido. Sea
f :[a, b] = R una funcién acotada. Sea P €1, y sean
a=x <x1<: < Xp<Xnt1 = b los elementos de P ordenados en
sentido creciente (n depende de P). Definamos

S¢(P) := Z f(xi)(xi+1 — xi), suma de Riemann.
i=0
S¢ : M — R define una red. Si f es integrable Riemann, se tiene que la
red S converge a f: f(x)dx.
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Valores de adherencia de una sucesion

Sean X un esp. topol. y (a;)Z, una sucesién de puntos de X. Se dice que un
punto p € X es un valor de adherencia (v.a.) de esta sucesién si para cada par
(V,i) € V(p) x Nexisteun j > i t.q. aj € V.

pesv.a. de (a)siV(V,i) e V(p) xN,3j >i,a € V.
pnoesv.a. de (a;)si A(V,i) € V(p) x N,Vj >ia ¢ V.

Seaip< i <+ <k < ikr1 < --- una sucesién estrictamente creciente de N.
A la sucesién (aj, )72 se le llama subsucesion de (a;)7.

Proposicién 32 (Véase 6.1 (2), pag. 217 de [6])
Sea X un esp. topol. que satisface el primer axioma de numerabilidad.

Entonces p es un v.a. de (a;)72, si y sélo si existe alguna subsucesion (a;, )i
que converge a p cuando k — oo.
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Funciones reales semicontinuas

Sea {Xn}nen una sucesién de nimeros reales. Se llama limite superior (resp.
inferior) de {x,}nen al mayor (resp. menor) de sus limites subsecuenciales. Se
denotan por

limsup x,, liminf x,,
n—o00 n—oo

respectivamente. Si {x, } ncn No estd acotada superiormente (resp. inferiormente),
definimos

limsupx, = 0o, (resp. liminfx, = —00).
n— 00 n—oo

Una funcién f : X — R se dice semicont. sup. en a € X si para cadae > 0
existe un entorno U,(¢) de a t.q. Vx € U.(g),

f(x) < f(a)+e.
Una funcién f : X — R se dice semicont. inf. en a € X si para cada e > 0
existe un entorno U,(¢) de a t.q. Vx € U.(¢),

f(a) —e < f(x).
Lema 33

Supongamos que el esp. topol. X satisface el primer axioma de numerabilidad.
Sea f : X — R una funcién y a € X. Entonces:

e f es semicont. sup. en a <= [x, — a = limsup,_, . f(x,) < f(a)].
e f es semicont. inf. en a <= [x, — a = f(a) < liminfaseo F(Xn)].
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Transitividad de subespacios topoldgicos

Proposicién 34 (Proposition 9-4, pag. 26 de[5])

Sea f una aplicacién de un esp. topol. X en un subespacio topol. Y de un esp.
topol. Z.

Decir que f es continua en un punto a € X equivale a decir que f, considerada
como aplicacion de X en Z es continua en a.

Demo. Los entornos de f(a) en Y son los conjuntos V N'Y, donde V es un
entorno de f(a) en Z; se tiene que

FAVAY)=f Y (V)nfiY)=FfH{(V)nX=f1(V).

g
Nuestro caso.- Sea la correspondencia ® : X = Y compacto-no-vacio valorada,
continua en a € X. Sea f : X = (Po(Y), 7v) dada por f(x) = ®(x),Vx € X.
Dado que f es continua en a'y (H(Y),(7v)H(y)) es un subespacio topol. de
(Po(Y),7v), se tiene que f : X — (H(Y),(7v)H(y)) es continua en a.
Pero, (Tv)H(yy = Th. Por tanto, f : X — (H(Y'), 7H) es continua en a.
Y aqui finaliza la demostracién del Teorema 3.
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Cerrados y compactos

Teorema 35

Sea Y un esp. métr. y K C Y. Entonces son equivalentes:

(1) K es compacto;

(2) Toda sucesién de puntos de K tiene al menos un valor de adherencia en K;

(3) Toda sucesién de puntos de K tiene alguna subsucesién convergente, con
limite en K;

(4) Toda parte infinita de K tiene al menos un punto de acumulacion en K.

Teorema 36

Sea Y un esp. topol. y C C Y. Tenemos que

(1) C es cerrado si y sélo si contiene a todos sus puntos de acumulacidn.
(2) Si'Y es un espacio separado (o de Hausdorff):

e Si C es cerrado, C C K y K es compacto, entonces C es compacto.
o Todo compacto es cerrado.
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