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RESUMEN: El pensamiento humano es mas complicado de lo que en principio creian los
filésofos y existen muchas formas de pensamiento I6gico dificilmente reducibles a una sola. Por
ello la Légica actualmente no es una sino que comprende toda una familia de légicas. Algunos
autores las clasifican en deductivas, que plantean el problema de determinar que conclusiones
pueden deducirse de unas premisas con certeza absoluta, e inductivas, que no buscan certeza sino
sélamente razonabilidad. La I6gica que se vamos a desarrollar es la Logica del siglo XIX, que
sirve de fundamento a la ciencia en general, con un enfoque dirigido al estudio de las formas de
razonamiento; en resumen, una Logica simbdlica, deductiva y clasica en el sentido de admitir los
principios de no contradiccion y del tercio excluido. La exposicién va a ser claramente intuitiva,
cosa que si bien no seria admisible en una fundamentacion de tal Légica, si puede ser permisible
dado que se trata de aproximarse de un modo simple y pedagogico a una disciplina que
actualmente esta bien fundamentada, rigurosamente desarrollada y con un alcance claramente
determinado.

La Ldégica es la ciencia que estudia los mecanismos del pensamiento I6gico y su representacion
mediante un lenguaje, con su vocabulario, sintaxis y semantica. Se inicia en Grecia hacia el siglo IV
a.d.C. como parte de la filosofia y para proporcionar criterios objetivos de discernimiento en las
discusiones filosoficas. Se crea como una ldgica bivalente o, en términos mas populares, de
verdadero o falso: nada puede ser verdadero y falso a la vez (principio de no contradiccion) y todo
es o verdadero o falso (principio del tercio excluido). Esta logica, desarrollada originalmente por
Aristoteles, es completada en muchos de sus aspectos en Europa durante la Edad Media. En el siglo
XIX la aplicacion de la Légica se extiende a las Mateméaticas que, hasta entonces, se habian
ocupado de numeros, figuras, funciones,..., pero no de razonamientdsasHayes del
pensamientd. Boole convierte la Logica en un calculo simbdlico analogo al Algebra. Muchos
otros matematicos del XIX y XX realizaron importantes trabajos conducentes a fundamentar todas
las matematicas en la Logica hasta demostrar que tal cosa no se podia conseguir.

[.1.- PROPOSICIONES, CONECTORES Y FORMULAS

El objeto de estudio de cualquier ciencia es la proposicién o enunciadprtjmasicion es
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una frase con sentido y valorable, es decir, que pueda atribuirsele sin ambigtiedad uno sélo de estos
valores: verdadera (1) o falsa (0). Por ejemplo, "Hoy hace frio" es una proposicién y no lo son
"Olas miran vagamente lo negro" o "Dame ese libro" o "¢ Cuantos afios tienes?". De valorar una
proposicion como "La tierra es redonda" se ocupara la Geografia y la Astronomia; de si es
verdadera una proposicion como "La sucesion de nameros primos es indefinida" se ocupara la
Aritmética y, en general, cada disciplina se ocupa de valorar proposiciones sobre los objetos de los
que trata.

Podemos intuitivamente distinguir dos tipos de proposiciones: proposiciones simples, tales
como

"Hoy hace sol"
0 cComo
"El nimero 1729 es expresable como suma de dos cubos”
y proposiciones compuestas, como
"Si hace buen tiempo, entonces salgo de casa y paseo por el parque o por las ruinas del castillo”

gue se puede descomponer en las proposiciones simples "hace buen tiempo", "salgo de casa",

"paseo por el parque”, "paseo por las ruinas del castillo" enlazadas por nexos gramaticales, tales
como

"si ..., entonces ..." , "y" : "0"
gue, a su vez, pueden enlazar proposiciones compuestas para formar otras mas complejas. Estos
nexos gramaticales, que unen proposiciones, se denogomactores |6gicas Estudiaremos
cinco de éllos (aunque en realidad podrian reducirse a uno sélo), que son

"no" , "y" , "0" , "si..,entonces.." , "..siysolosi.."

La Ldgica se ocupa basicamente de la estructura de las proposiciones; no estudia una proposicion
tal como

"Si hace buen tiempo, entonces salgo de casa"
sino la estructura
si ..., entonces ...
independientemente de los contenidos de pensamiento que puedan representar las palabras que I

forman. Por ello, una proposicion determinada, aunque no precisada, la representaremos mediante
una letra, y los conectores légicos mediante los simbolos expresados en la Tabla I.1.1



TABLAI.1.1

Conectores logicos

= representa "no" y se denominagacion
O representa"y"y se denomiganjuncion
O representa "0"y se denomidayuncion
- representa" si..., entonces ..." y se denomoradicional

~ representa"... siy solo si..." y se denontieondicional

Las letras que representan proposicioRe®, ... pueden ser conectadas entre si formando
expresiones tales como

(POQOP -~ Q) ~ (=(POR) « R)

en la que intervienen simbolos de proposicion, simbolos de conectores y paréntesis que determinan
el alcance de cada conector, se denominaran férmulas del célculo proposicional y simbolizaran la
estructura de una proposicion.

Supongamos un conjunto finito de simbolos arbitrarios, denominado alfabeto de la légica
proposicional. Cada uno de los simbolos se denomina simbolo de proposicion. Sea el conjunto
formado por los cinco conectores logicos y los dos paréntesis (y ). Combinando estos simbolos
podemos formar secuencias de signos. De entre todas estas secuencias se distinguen unas,
denominadasormulas bien formadas de la l6gica proposicional o simplemente férmulas
proposicionales, que son las que se pueden construir a partir de la siguiente definicion:

1) Todo simbolo de proposiciéhes una formula, llamaddoma

2) SiP es una férmula, entoncegP) es una formula.

3) SiPyQ son férmulas, entonceB)( (Q), (P) O(Q), P) - (Q y (P) -~ (Q) son férmulas.

4) No hay mas formulas que las generadas por 1), 2) y 3).
Por ejemplo, la secuencia de signo®Y(( ((Q) I (R))) - ((S) - (=(T)))) es una formula. En
cambio la secuenci@f- - Sno lo es. Para simplificar el trabajo con las férmulas se admite la
supresion discrecional de algunos paréntesis. Los atomos no se colocan entre paréntesis y si en una
formula se han suprimido algunos paréntesis, entonces aplicaremos las normas de restauracion de

paréntesis que se indican a continuacion.

1) Restaurar los paréntesis correspondientes a todas las negaciones. Si hay dos seguidas se



comienza por la de mas a la derecha.
2) Restaurar los paréntesis correspondientes a todas las disjunciones y conjunciones. En el caso
de tener que restaurar los paréntesis de disjunciones de |aPfar@alR se escribe RO Q)
OR o bienP O(Q OR) indistintamente. En el caso de tener de paréntesis de conjunciones de
la formaP 0Q R se escribeR 1Q) IR o bienP [0 (Q R) indistintamente.
3) Restaurar los paréntesis correspondientes a todos los condicionales y bicondicionales.

Las expresiones de alguna de las forrRdSQUOR,POQIR,P- Q- R, P Q o R, P
- Q o RyP o Q - Rse consideran ambiguas y no son férmulas aunque ld&*s€anR.

Por ejemplo, para restaurar de los paréntesiB en Q) 0 -Q - —P primero se restauran los

paréntesis correspondientes a las negaciories: Q) 00 (-Q) — (=P); a continuacién el de la
conjuncion (P - Q) O (-Q)) - (=P); finalmente el paréntesis correspondiente al condicional

(P - QU(=Q) - (=P)).

Toda proposicién tiene una férmula que es su expresion simbolica abstracta. En toda férmula si
se sustituyen los atomos por proposiciones concretas, la férmula se convierte en una proposicion.
Ejemplo 1.1.1

La proposicion
"6 es multiplo de 3"
tiene por formulaP. La proposicion
"Si cambia el viento entonces llueve y no puedo salir de casa "

tiene por formula

P~ (QOUR
paraP: "Cambia el viento"Q: " Llueve" yR: "No puedo salir de casa". Si en la férmula

POQUOR
sustituimos

P por "los pajaros cantan"Q por "hace sol" R por "hoy es primavera"
tenemos la proposicion
"Hoy los pé4jaros cantan y hace sol o es primavera"

Dada la imprecision del lenguaje natural el proceso de obtener la férmula de una



proposicion puede ser ambiguo, como
"En viniendo td, yo me habré ido"

parece que responde a la férmula

P-Q
pero, dado el tiempo verbal, parece méas natural la férmula

PUQ

Se denominarbol sintacticode una férmula a una representacion de la misma mediante un
diagrama en arbol que se construye poniendo los conectores como nodos Y las distintas incidencias
de los atomos como hojas, de forma que el nodo correspondiente al conector principal se dibuja
encima (o a la izquierda) de los demas y las ramas que salen de cada nodo, que corresponden a las
subférmulas a las que afecta el conector, se dibujan debajo (o a la derecha) del nodo.

Ejemplo 1.1.2
El arbol sintactico de la formula
POQUMP-Q) o ((PUR) « R

es

O N - R
AANE

PQP Q O
/\

P R

La caracteristica fundamental de una proposicion es que es valorable y si la proposicién es
compuesta, tomard valor 1 o 0 segun los valores de los atomos que la componen y de como los
conectores actian sobre estos valores. Los valores 1 o 0 de todas las proposiciones que tienen une
determinada formula dependeran de como los conectores actian sobre los distintos valores 1 0 0
gue pueden tomar los atomos que intervienen. Por ello en cuando definamos esta actuacion, la
asignacion de los valores 1 o 0 de una formula podran obtenerse mediante reglas fijas.



Para la férmula atémica tenemos

P

1
0

Tal y como hemos introducido los conectores, é€stos no son simbolos arbitrarios sino que
representan ciertas particulas gramaticales con contenido semantico; por lo tanto, los valores 1 0 0
no debemos asignarlos a las férmulas arbitrariamente sino de acuerdo con el sentido gramatical del
nexo que representa entre proposiciones o, por lo menos, sin entrar en contradiccién con él.

Negacion: =P (noP). Si admitimos dos principios bésicos de la logica aristotélica:
principio de no contradiccion

"Una proposicion y su contraria no pueden ser ambas verdaderas"
y principio del tercio excluido
"Una de las dos proposicione noP, es verdadera”

los valores de verdad que definiran la formulRdeberan ser los de la tabla

P =P
1 0
0 1

Cuando se trate de una férmula compuesta por otras dos y un conector cualquiera
definiremos sus valores mediante una tabla del tipo

P Q P-Q

oOOorkF
OrOor

en la que en lugar de los puntos deben figurar los valores 1 o 0 que definen como actla el conector.
Asi para cada conector definiremos una de las 16 posibles tablas de este tipo que denominaremos
tabla de verdad

Conjuncion: P 0Q (Py Q). La conjuncion entre dos proposiciones se efectia mediante la
conjuncién gramatical "y" que tiene un sentido preciso. Una proposicién tal como "Mafiana llovera
y hara frio" se verificara inicamente cuando ambos hechos sean verdaderos a la vez; por tanto, la
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tabla de verdad de la conjuncion debe estar constituida por un valor 1 cuando sean 1 ambas
formulas y valores 0 en todas los demas casos, tal como se expresa en la tabla de verdad que la
define

P Q PUQ

OOrEF
OrOor
OO

Disyuncién: P OQ (P o Q). La disyuncion se efectua mediante la particula "o" que, a
diferencia de la anterior, tiene ambigtiedades en su uso en el lenguaje ordinario. A veces se utiliza
de forma excluyente

"El dia 15 fue sadbado o domingo"

donde la verificacion de una proposicion excluye la verificacién de la otra (si fue sdbado no fue
domingo); otras en sentido disyuntivo no excluyente como en el ejemplo

"Este local cierra los martes o los dias festivos"

donde el ser martes no excluye que pueda ser festivo. Ademas, dificilmente una persona no
familiarizada con la l6gica estara dispuesta a admitir como proposicion

"Paris es la capital de Francia o la madera es un metal"
Desde un punto de vista estrictamente |6gico es necesario eliminar ambigliedades y factores
psicolégicos ajenos, por lo que consideraremos como valores de la disyuncion los correspondientes
al sentido gramatical del "0" no excluyente. Asi la disyuncién se define por

P Q POQ

OOrEF
OFrOPRr
oORRrR

Condicional: P - Q (si P, entonces)). El condicional corresponde al nexo gramatical "si
..., entonces ...", como en la proposicion

"Si hace frio, entonces nieva"

Esta prevision meteorologica falla Unicamente cuando haga frio y no nieva, es decir la primera

proposicion verdadera y la segunda falsa, y sera verdadera en todos los demas casos. De forma
analoga a la disyuncion, existen ambigtiedades e imprecisiones en el uso habitual de este nexo
gramatical. En primer lugar, el hecho de que el uso de las palabras sea fluctuante, lleva a que



muchas veces la expresion "si ..., entonces ..." esté sustituida por alguna otra equivalente, p.ej. la
proposicion anterior es la misma que

"Cuando hace frio, nieva "

0 muchas otras. Otro asunto mas grave es el que, a menudo, asociemos a la expresion "si ...,
entonces ..." la conviccion de que la segunda proposicion se sigue necesariamente de la primera,
como una relacion causa-efecto. No todo el mundo creera que

"Si 2+2 =5, entonces hoy llueve"

sea una proposicién, y quizd menos aun que sea una proposicion verdadera; sin embargo lo va a set
desde un punto de vista légico. Por todo esto, para utilizar de forma logica el concepto ordinario "si
..., entonces ..." hay que liberarlo de posibles ambigliedades de interpretacion, a pesar de que su
sentido cientifico difiera un cierto grado de su uso ordinario. Definimos el conector l6gico
condicional segun la tabla de verdad

P Q P-.Q

OFrOPR
RPROPR

1

1

0

0
Bicondicional: P -« Q (P siy sélo siQ). Representa la expresién gramatical "... si y sélo si

..." que si bien no es frecuente en el lenguaje ordinario, si lo es en el lenguaje matemético,

principalmente para establecer equivalencias o igualdades logicas; por ejemplo

"Un nimero entero es par si y solo si es multiplo de 2"

Definimos el bicondicional mediante la tabla

P QP~Q
1 1 1
1 0O O
0 1 O
0 0 1

Toda formula, al estar compuesta de otras formulas y conectores, podemos asignarle valores 1 o
0 segun los valores de los atomos que la componen y de los conectores que intervienen,
construyendo la tabla de verdad de la férmula. Constarafdas? siendon, el nimero de atomos
gue intervienen y tantas columnas como sean necesarias para, paso a paso, y aplicando las
definiciones de cada conector se pueda llegar hasta la formula completa.



Ejemplo 1.1.3
Veamos la tabla de verdad de la férmula
(POQUO(EP - R)-Q

La tabla tendra®= 8 filas, pues éstos son los casos posibles de verdad o falsedad entre
los tres 4tomos que la componen. Para formarla habrd que descomponer, de forma
sucesiva, la formula en sus componentes y, de acuerdo con las tablas de verdad que
definen a los conectores, ir atribuyendo valores 1 o 0 hasta llegar a la formula completa.

PQ R-P-P-RPIOQ PUQU-P-R (PUQU-P-R)-Q

111 O 1 1 1 1
11 0 O 1 1 1 1
101 O 1 1 1 0
10 0 O 1 1 1 0
01 1 1 1 1 1 1
01 0 1 0 1 0 1
00 1 1 1 0 0 1
00 0 1 0 0 0 1

gue nos dice que toda proposicién que tenga esta formula sera falsa Bughdp R
sean proposiciones, respectivamente 1, 0, 1 o bien 1, 0, 0 y en todos los demas casos
seré verdadera. Asi la proposicion

"Si las ballenas son mamiferos o peces y si no son mamiferos tienen plumas,
entonces las ballenas son peces"

es una proposicion falsa, pues su formula proposicional es la anterior con

P : "Las ballenas son mamiferost
Q: "Las ballenas son peces” 0
R: "Las ballenas tienen plumas” 0

Puede utilizarse la siguiente construccién, mas compacta

PQR (PUQUOUEP - R) - Q

OO0 ORRRER
OORROORR
ORrORrROROR
COO0ORRRER
COoORRRRERRR
OORROORR
COORRRRER
PRRPRRPROOOO
ORORRRRER
OrRrORrROROR
RPRRRPROORE
OORROORR
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Si queremos valorar una proposicién concreta no es necesario construir toda la tabla de
verdad. Asi, la proposicion "Si 2+3 = 6, entonces 23 6y 2+3 = 5" es verdadera ya
que su férmula es

(P-Q)OUR

siendo P : "2+3 = 6", proposicién de valor @ : "2 = 6-3 ", proposicién de valor 0 R
:"2+3 = 5" proposicion de valor 1. La tabla de verdad para este caso es

P4 Q DR

011

Ejemplo 1.1.4

Una férmula que sea 1 Unicamente en los casos 1 0 0y 0 1 0 es la disyuncién de una
férmula que sea 0 para todos los casos excepto el 1 0 0

PO-QO-R
y otra que sea 0 en todos los casos exceptoel010
-POQO-R
por lo que la férmula puede ser
(PO-QU-R O-POQI-R

Una formula que tenga los valores 1 y 0 alternados tiene los mismos valores que el tercer
atomo por lo que

(PO-P)OQUO-QOR

Una férmula que sea 0 Unicamente en el caso 1 1 0 es la contraria de la que es todo 0
excepto en el caso 1 1 0, por lo que pueden @f1Q [0-R), 0 bien-P O0-QOR.

Si P es una formula conteniendo los atonkys ..., P,, se denomina un@terpretacion

linglisticadeP a cualquier asignacion de valores de proposicion a cada uno de los atomos. El
resultado de una interpretacién linglistica es una proposicion; si las proposiciones se refieren a
objetos matematicos tendremos una interpretacion matematica. Se dentderipeetacion

l6gica, o simplemente interpretacion, Bex cualquier asignacion de valores 1 o 0 a cada &pmo

..., P; el resultado es un valor 1 o 0. Existen dshgrpretaciones distintas que son cada una de

las filas de la tabla de verdad. Si para una interpretacion dada, siguiendo el proceso anterior de
construccion de la tabla de verdad, la formBlas verdadera diremos que lo es bajo esa
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interpretacion; analogamentePses falsa.

Ejercicios
I.1 .- Construir la tabla de verdad de las siguientes férmulas del calculo de proposiciones:

a) -POQ - PO-Q

b) POQ - R « (-ROQ)

¢c) RO-(Q - ROQ) - —~(PUQ)
d ROQ - ROQ) - —=(PUQ)

[.2.- TAUTOLOGIA'Y CONTRADICCION

Segun los valores que aparecen en la tabla de verdad de una férmula podemos considerar los
siguientes casos:

una férmula es untautologiacuando es verdadera bajo todas sus interpretaciones, en cuyo
caso la designaremos por

una formula es uneontingenciacuando es verdadera bajo alguna de sus interpretaciones y
falsa bajo otras interpretaciones,

una férmula es uneontradiccion cuando es falsa bajo todas sus interpretaciones, en cuyo
caso la designaremas
Ejemplo 1.2.1

Es una taulogiaR - Q) O (Q — P)y es una contradiccionP(- Q) O (PO -Q) pues sus
tablas de verdad son

R- QUR- P P(-QOFP 0-Q
1111111 1110100
100 1011 1000111
0111100 01 10000
0101010 010000 1

Asimismo puede comprobarse gie{ Q) (Q — P) es una contingencia.

Las tautologias fundamentan, como mas adelante veremos, el proceso que permite construir, a
partir de proposiciones verdaderas, nuevas proposiciones verdaderas. Las mas importantes figuran
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enlaTablal.2.1

TABLA 1.2.1

1)
2)
3)

4)
5)
6)

7
8)
9)

10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)

17)

Algunas tautologias del célculo de proposiciones

-(-P) o P Doble negacion
eUOP) - P PCOP) - P Idempotente
(PUQLUR) -~ (PUQOR) O o
[l Asociativa
®PUQUR - (POQUR) O
PUQ) - (QOP) AOQ) - (QUP) Conmutativa
POPOQ) - P POPOQ) - P Absorcion
PUMQIOR) « (POUQ OPIOR a
a Distributiva
POQUOR) » (POQ OMPOR) a
-(POQ)  (-PO-Q) A(POQ) o (PQ) De Morgan
PoP P-P Reflexiva
P-QUQR-R)-((P-R O .
0 Transitiva
®-QUQ-R)-(P-RU
PoQ o Q-P Simétrica
P-QUQ-P) o (PoQ Antisimétrica
POD - P POT o 1
(POC) » C PUC) - P
POQ- P P-POQ

(P~ Q - (-POQ
P-Q - (Q--P)
POP-Q) - Q
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18) - (P - Q) ~ (POU-Q)
19) P-QUEP-Q)~Q
20) pO(PO-Q -C) -Q

Para verificar estas férmulas basta simplemente construir las correspondientes tablas de verdad,;
por ejemplo, para probar 18) basta construir la tabla de verdad

- P-Q - (P O-Q

01111 100
11001111
00111 000
0 01 01 001

Si todos los valores de la férmula que se obtienen en toddsitdsrpretaciones diferentes son
1 y ninguno de ellos es 0, se trata de una tautologia. Si al menos para una interpretacion el valor es
0, entonces la férmula no es tautologia. Construyendo toda la tabla de verdad se encuentran, en
particular, aquellas interpretaciones que hacen falsa la formula y todas las interpretaciones la hacen
verdadera, pero si el numero de atomos es grande la construccion de la tabla de verdad es
impracticable. Por eso, a veces, es util considerar que una férmula es una tautologia cuando no
existe ninguna interpretacion que la haga falsa, para lo que bastara averiguar si existen
interpretaciones que hacen falsa la férmula, ahorrando el obtener aquellas que la hacen verdadera.
Por ejemplo, para que la formuR & Q) O -Q sea 0, debe serld); en cuyo cas® es 1, de
dondeP - Qes 1yP - Q) 0-Q es también 1, es decir, la férmula no puede tomar el valor O.

Ejercicios
.2 .- Determinar cuales de las siguientes formulas proposicionales son tautologias:

a) (PUQUEP)DEQ
b) (POQOEPR) - Q
¢) PUEQ)L(=P) Q)
d) (PUQD(-P)0Q)D(PIEQ)

.3.- IMPLICACION Y EQUIVALENCIA

Cuando un condicional o un bicondicional son tautoldgicos, suelen usarse unos términos
especiales que definimos a continuacion. Dadas dos forrRula®) diremos que la primera
implica la segunda, escribiendo
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PO Q

cuando el condicion&® — Q es una tautologia. Segun la tabla de verdad del condicional, significa
gue nunca ocurre simultaneamente lues 1 yQ es 0. Una implicacion entre dos formufag Q

PO Q

se denominaeoremaen el queP recibe el nombre deipo6tesisy Q el detesis De acuerdo con
esta definicion un teorema se verificara cuando

P sea verdadera@ sea verdadera
P sea falsa

o, de otro modo, siempre quresea verdadera debe seQoEn el lenguaje matematico existen
tradicionalmente varias formas de expresarlo, siendo las mas comunes

P implica Q
Q es condicidon necesaria pdea
si P, entoncesQ
El proceso de verificar un teorema se denomina demostracion.
Dadas dos férmulaB y Q diremos que soaquivalentesescribiendo
P < Q

cuando el bicondicion® - Q es una tautologia. Esto significa daig Q son a la vez verdaderas

o falsas y, por lo tanto, sus tablas de verdad son iguales y sus valores 1 0 0 son los mismos bajo

cualquier interpretacion. En este caso se verifican a la vez las implicaciones

POQyQUP

ya que nunc# es verdadera @ es falsa, o viceversa. Por tanto, si dos proposiciengs)
verifican

P~ Q
lo que se expresa también diciendo que
Q es condicién necesaria y suficiente pRra

se verifican los teoremas

POQ vy QU P
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y, reciprocamente, si estos dos teoremas se verifican, las dos proposiciones son equivalentes.

Ejemplo 1.3.1

Es verdadero el teorema
POP-Q) O Q

pues construyendo la tabla de verdad del condicional

PP - Q) -Q

11111 11
10100 10
00011 11
00010 10

el resultado es un tautologia. Tambien se verifica que
P-Q « =(PU-Q)
pues en las tablas de verdad de ambas formulas se obtienen los mismos valores

P_. Q -~ (P 0-Q

oOoRR
RPROR
oOrOoOR
RPROR
oOoRR
oOORr O
RPORO

o bien, construyendo la tabla de verdad de la formula formada por el bicondicional entre
ambas

P_.Qo ~(PO0-0Q

oCOoORR
RPROR
oOrOoOR
RRRR
RPROR
oOoRR
ooRr o
RPORO

el resultado es una tautologia

Entre dos formula$ y Q y sus negaciones Py - Q, pueden establecerse los siguientes
condicionales y bicondicionales
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Directo: P-Q PoQ
Reciproca Q-P Q-P

Contrario: -P - =Q -P & =Q
Contrarreciproco. -Q - =P -Q o~ -P

gue entre si no son independientes pues, segun las tautologias de la Tabla 1.1.2, se verifica
Q-P < 2P - -0

Por ello, y segun las definiciones anteriores, entre dos proposidon€yy sus negaciones
existen cuatro teoremas: directo, reciproco, contrario y contrarreciproco. Si se verifica el directo

PO Q
se verifica el contrarreciproco
-Q 0O -P
y al revés; la misma relacion hay entre los teoremas reciproco y contrario. De las cuatro

equivalencias posibles entre dos proposiciones y su negaciones, la verificacion de una cualquiera
lleva consigo la verificacion de las otras tres.

Para demostrar una implicacién bastaria con construir la correspondiente tabla de verdad aunque,
si la férmula contiene muchos atomos, puede ser impracticable. Vamos a ver otro procedimiento de
demostracion que se basa en las siguientes propiedades:

1) Propiedad de instanciacion de una implicacién. $SegrQ dos formulas YW’y Q’ las
formulas que se obtienen al sustituir, simultineamente, simbolos de proposieigrnEn
por cualquier otra féormula. & 0 Q, entonce®' 0 Q.

Por ejemplo, comé (0B 0O A, sustituyendo el atoma por la formulaR — =Sy B por R, es
cierta la implicacion R- -S)0O(-R) O R - -9).

2) La propiedad de compatibilidad respecto disyuncion la de conjunciBnPSi Q y Q' son
formulas tales qué® 0 P'yQ O Q' entonces

POQO POQ
POQO POQ

Porejemplocom® 0 PO-QyQUR O Q, lapropiedad de compatibilidad nos asegura la
implicacionP OQOR) O (PO-Q)UQ.
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3) Propiedad de transitividad. Si una féormuPg, implica una segunda formulR,, y ésta
segunda implica una terceR, entonces la primeraP;, implica la terceraRs.

Por ejemplo, sabiendo qield]Q [0 QyqueQ O QUR, laregla de transitividad asegura la
implicacionP 0Q O QUOR

La demostracién de una implicacién consiste en ir combinando estas propiedades de manera
adecuada, aunque no siempre sera facil adivinar que pasos seran necesarios para probarla.
Ejemplo 1.3.2

Veamos como probar la implicacion
PO9YOPOS - QUR O =-Q - -R)

De la propiedad de instanciacion y de la implica&idn (A - B) [0 B, sustituyenddA
por P OS y B porQ tenemos la implicacion

(PO9O((POY -Q O Q
De la implicacionQ O --Q vy la propiedad transitiva obtenemos
POSO(POY - Q) U -
De la implicaciorR [0 --RYy la propiedad de compatibilidad obtenemos
(POSO(POS -~ QOR O --QO--R

De la implicacion A0-B 0 -(AOB) y la propiedades de instanciacién y transitiva
obtenemos

PO9O(POY - QIR O —~(-QU-R)
De la implicacion A 0B [0 A- B obtenemos finalmente

(PO9O(PLY - QUR I =@ - -R)

Anélogamente, para demostrar una equivalencia haremos uso de las siguientes propiedades:

1) Propiedad de instanciacion de una equivalencia. 8ea@ dos formulas 'y Q’ las
férmulas que se obtienen al sustituir, simultdneamente, simbolos de proposiBignEn
por cualquier otra férmula. 8 < Q, entonce®' - Q.

Por ejemplo, comé& [0 -B <= =(A - B), sustituyendo el atomé por la formulaR - =Sy B
por R, es cierta la implicacion R - =-S) 0 (=(-R)) = -(R - -9 - (-R)).
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2) La propiedad de compatibilidad respecto disyuncion la de conjuncién.Bj Qy Q' son
formulas tales qué® = P'yQ = Q' entonces
P = =P
POQ - P OQ
POQ - P OQ
P-Q = P-Q
PoQ < P oQ

Por ejemplo com® - Q = -POQ, la propiedad de compatibilidad asegura la equivalenBia —(

- Q) = ~(=P0Q).

3) Propiedad de transitividad. Si una formuPa, equivale a una segunda formups, y ésta
segunda equivale a una tercétg,entonces la primerdP;, equivale la tercerds.

Por ejemplo, sabiendo queP-( Q) = =(-POQ)yque =(P0Q) - P O-Q, lareglade
transitividad asegura la equivalenci®=¢ Q) = P [I-Q.

Al igual que en el caso de una implicacion, la demostracion de una equivalencia consiste en ir
combinando estas propiedades de manera adecuada, aunque no siempre seréa facil adivinar que
pasos seran necesarios para probarla.

Ejercicios

1.3. Averiguar si la formulax (A - B) 0=(B - C) - =(C - D)~ (D - E) implica laA
- C.

I.4 .- Ordenar las siguientes formulas de tal manera que cada una de ellas implique todas las que
siguen
a) _lp R Q
b) P- (-P - Q)
c) ~(P-@Q-P)
d POQ
e) -POQ

l.4.- FORMAS NORMALES

Otro procedimiento para probar una implicacion o una equivalencia se basa en las denominadas
formas normales de una férmula. Se ha comentado antes que existen 16 posibles conectores entre
dos proposiciones, por lo cual parece arbitrario elegir los definidos antes. Ahora bien, cualquier
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férmula es posible expresarla de forma equivalente con los conectores puede expresarse mediante
-, Oy O. Por ejemplo, el condicional puede expresarse en términosydé! ya que de acuerdo
con las tautologias de la Tabla 1.1.2 se obtiene

P-Q -« -POQ
Diremos que una formula esta erforma conjuntiva(f.c.) si es de la forma

P, OP,O...0P,
siendoP4, P,, ..., P, disyunciones de atomos o negaciones de atomos. Cada una de estas
disyunciones se denomirdausula. Si en cada clausula aparecen todos los atomos, o sus
negaciones, la forma normal se denomioema normal conjuntiva Analogamente, una
formula P est4 erforma disyuntiva(f.d.) si es de la forma

P,OP,0O...0OP,
siendoP4, P,, ...,P,, conjunciones de atomos, o negaciones de atomos, y se denominan clausulas.
Si en cada clausula aparecen todos los atomos, o sus negaciones, la forma normal se denomina

forma normal disyuntiva

Toda formula es posible pasarla a forma normal, es decir, toda formula es equivalente a otra en
forma normal, conjuntiva o disyuntiva. El proceso de transformacion es como sigue:

1) Las equivalencias

PoQ < P-QIUQ-P)
P.Q ~ -POQ

permiten eliminar los conectoresy —.
2) Las equivalencias

~(~P) = P
~(POQ = ~PO-Q
-(POQ = -PO-Q

permiten que toda negacion afecte sélamente a un atomo.

3) Las leyes conmutativa, asociativa y distributiva permiten expresar la formula como
conjuncién de clausulas disyuntivas o disyuncion de clausulas conjuntivas.

4) Para obtener la correspondiente forma normal basta usar las equivalencias

POP - P
P~ (POIQOIPI-Q
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POP - P
P~ (PUQOMPI-Q)

Ejemplo 1.4.1

El proceso de transformacién de la formuR[{(Q -~ R)) - S aforma conjuntiva es
como sigue:
PUQ-R)-S - (PU(-QUR) -S
- =a(POCEQOR)OS
= (PO-(-QOR)OS
= POMO-R)OS
- (RPOQUEPO-R)OS
= SO((-POQ) OEPO-R)
- (SO-POQ)OGSO-PO-R)
y para conseguir la forma normal
= (SO-POQUR O(SO-POQO-R) O
SO-POQUO-R OSO-PO-QLO-R)
- (SO-POQUR OGSOH-POQU-R OGSO-PI-QUO-R)

Dos formas normales conjuntivas de una misma férmula se diferencian Unicamente en el orden
de las clausulas y, dentro de éstas, en el orden de los literales, y lo mismo con las formas normales
disyuntivas. Este hecho permite hablar de la forma normal disyuntiva y de la forma normal
conjuntiva de una formula.

La demostracion de una implicacion por formas normales, consiste en obtener una forma normal
(disyuntiva o conjuntiva) de la hipotesis y de la tesis y a continuaciéon compararlas teniendo en
cuenta las implicacioneP 0 Q O Py P 0O P OQ. Sihemos utilizado la forma normal
conjuntiva, la hipétesis implica la tesis si la hipotesis contiene todas las clausulas de la tesis; si
hemos utilizado la forma normal disyuntiva, la hipétesis implica la tesis si todas las clausulas de la
hipbtesis estan en la tesis.

La demostracion de una equivalencia por formas normales, consiste en obtener una forma
normal (disyuntiva o conjuntiva) de la hipétesis y de la tesis y a continuacion compararlas para ver
si tienen las mismas clausulas (salvo el orden).

Ejemplo 1.4.2

Para probar la implicacion
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(POQ-R) -9 0 ((PU-9 - Q)

debemos obtener las formas normales conjuntivas de ambas formulas. La de la hip6tesis
se ha obtenido en el Ejemplo 1.4.1 y la de la tesis es
(PO-9 - Q) = -(PO-S)0Q - (-PUSLQ) -
- (-POSOQUR O(-POSOUQI-R)
y la implicacion es verdadera pues las clausulas de la hipotesis contienen las de la tesis.

Ejercicios

I.5.- Pasar a forma normal conjuntiva la formula proposicional
(-(POQ) - (QUR) - -P - ((ROY - P)

l.6. Demostrar

(-A - BO-C)O(DO-C - A)OADOD--B) 0 D- AO-B

[.5.- INFERENCIA LOGICA EN EL CALCULO DE PROPOSICIONES

Un tipo de férmula establece lo que de forma intuitiva son relaciones de causa-efecto entre
proposiciones, es decir, como los valores de una proposicion dependen de los valores de otras.
Consideremos una férmula del tipo

(A{O..0A)) - T
dondeAq,... A,y T son formulas. Si es una tautologia, es decir si es cierto el teorema
(A,0...0A,))0 T

decimos qud esconsecuencia logicale Aq,..., A, 0 queT seinfiere deA,,..., A,y que la
implicacion define unesquema ldégicocorrecto. Las formula#\,,..., A,,. se denominan
premisasy T conclusion Si la férmula no es una tautologia, decimos fue es consecuencia
l6gica de Ay,... YA, 0 que el esquema logico es incorrecto. Una sola formtaenbién determina
un esquema légico; pero es un esquema légico sin premisas.

Cualquiera de las interpretaciones verdaderas de la formula se denorajeanpio o modelo
del esquema légico. En el caso de un esquema logico incorrecto, cualquiera de las interpretaciones
falsas de la formula que lo determina lo que se llameoatraejemplodel esquema légico. Por
€s0 un esquema logico es correcto si Unicamente tiene ejemplos y no tiene ningdn contraejemplo y
es incorrecto si tiene por lo menos un contraejemplo, aunque pueda tener ejemplos. Demostrar que
un esquema logico es correcto es demostrar que Unicamente tiene ejemplos y no tiene ningun
contraejemplo. No es suficiente dar ejemplos para demostrar que el esquema légico es correcto; es
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necesario demostrar que no tiene ningun contraejemplo. Demostrar que un esquema légico no es
correcto es demostrar que tiene por lo menos un contraejemplo.
Ejemplo 1.5.1
Averigliemos si a partir del discurso
"Si llego tarde a clase los alumnos armaran un gran ruido. Cuando esto ocurre
el jefe de estudios castiga sin recreo a los mas alborotadores. El lunes pasado
éstos fueron castigados a la hora del recreo".
puede obtenerse como conclusion
"El pasado lunes llegué tarde a clase"
Hagamos P : "Llego tarde a claseQ : "Los alumnos arman ruidoR : "El jefe de
estudios castiga sin recreo a los mas alborotadores”, con lo que el discurso tiene la formula
(P - QU@ - R OR. Por ello, lo que queremos averiguar es si es correcto el esquema
l6gico
(P-QUQ@-ROR O P

para lo que basta construir la tabla de verdad del condicional

(P-QUQ~ ROR - P

111111111 11
111010000 11
1000 01111 11
1000 01000 11
011111111 00
0110 10000 10
010101111 00
010001000 10

y verificar que no es una tautologia; por lo tanto, de las premisas establecidas no puede
deducirse la conclusion: "El lunes llegué tarde a clase”.

Cuando el namero de atomos no es pequefio, la construccién de la tabla de verdad es
impracticable y, en este caso, una demostracion se puede hacer simplemente encontrando una
interpretacion falsa.

Ejemplo 1.5.2

El esquema logico de premisas
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(P - QOR)O(ROY - QLQ-P) O P-R

no es correcto como prueba la interpretacion que se obtiene dBrelovalor 1, aQ el
valor 1, aR el valor 0 y &Sel valor 1.

Asimismo, establecer una inferencia entre un conjunto de premisas y una conclusion puede
hacerse construyendo la correspondiente tabla de verdad, aunque si el nUmero de a&tomos es grande
esto puede ser impracticable. Demostrar una inferencia no es mas que demostrar una implicacion,
para lo que se puede recurrir a los procedimientos anteriormente mencionados: comparar las formas
normales de las premisas y la conclusion, lo que es en general muy incobmodo en cuanto sea un
poco grande el numero de atomos, o utilizar convenientemente las propiedades de la implicacion.
Para facilitar la utilizacién apropiada de estas propiedades se establecen unas reglas generales que
describen situaciones repetidas en estos procesos y son elementos que, usados de forma
consecutiva y conveniente, permiten llegar de las premisas a la conclusion. Las principales figuran
enla Tablal1.5.1

TABLA 1.5.1

Reglas de inferencia

1) Modus Ponendo Ponens MPPP (P - Q) O Q
2) Modus Tollendo Tollens MTT: -QOMP - Q) O -P
3) Modus Ponendo Tollens MPT :P{-(POQ)) O -Q
4) Modus Tollendo Ponens MTP :-ROPLUQ)) O Q
5) Silogismo hipotético SH: - Q UQ - R) O (P - R
6) Silogismo disyuntivo SD: K- R UOQ - 9 0OPLQ) O (RO
7) Adicion A: P O (POQ)
OP0OQ O P
8) Simplificacion S: 0O
OPDOQ U Q
9) Disyuncién D: K- QU(-P-Q) 0 Q
10) Resolucién R: OQ)O(-POR) O QOR

11) Contraposicion C: P(- Q O (-Q - =P)
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0P O =(=P)
12) Doble negacién DN :[
O--P) O P

O P0OQ O (QUP)
13) Conmutatividad CM :[J
O P0OQ O (QUP)

14) eO(PO-Q ~-C) 0 Q

Para demostrarlas basta construir las correspondientes tablas de verdad y probar que los
condicionales correspondientes son tautologias. Ademas, cualquier implicacion demostrada es
valida como regla de inferencia, p.ej., son reglas de inferencia

-(POQ) O (-PO-Q) PO-Q O -(POQ)

aunque las mas usadas, muchas de ellas con nombre propio, son las anteriores. Aplicando estas
reglas de modo consecutivo y conveniente es posible llegar a una conclusion o conclusiones a partir
de un determinado conjunto de premisas.

Ejemplo 1.5.3
Observemos qué conclusion puede extraerse del siguiente discurso: "Si las ballenas son
peces entonces viven en el agua y, debido a esto, su sangre es caliente. Las ballenas tienen
la sangre fria o vuelan pero las ballenas no vuelan®.
Denotando poP : "Las ballenas son peces€),: "Las ballenas viven en el agu®&';

“Las ballenas tienen la sangre fria"S: "Las ballenas vuelan"”, podemos establecer las
siguientes férmulas como premisas y, mediante las reglas anteriores, llegar a la conclusién

P-Q SH
T Mo or
Q—>_|R
CM MTT
ROS———— SOR - P

AR
s MTP

“Las ballenas no son peces”

Cuando de un sistema de premisas obtenemos una contradiccién decimos que el sistema es
inconsistente
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Ejemplo 1.5.4

Del discurso

"Si vamos al cine nos aburrimos y gastamos mas dinero de lo habitual; pero
cuando nos aburrimos gastamos menos dinero. Vamos al cine"

pasando a la formula, haciendo

P: "Vamos al cine" Q: "Nos aburrimos" R: "Gastamos mas dinero"

llegamos a una contradiccion

. (QOR) /Q/ R
4 :
\ "

Q MPP

Q_=R

El proceso de demostracion de un esquema deductivo mediante las reglas de inferencia tiene el
inconveniente de tener que decidir en cada paso cual o cuéles son las reglas apropiadas de
aplicacion, lo cual tiene una fuerte carga subjetiva y de prueba y error. Sin embargo, existe otro
procedimiento que se basa en sélamente una de las reglas de inferencia, la de resolucion, aplicada
un esquema deductivo puesto en una forma estandar equivalente y es de aplicacion mas sistematica.

Un esquema logico diremos que estd en forma estandar si todas las premisas son clausulas
disyuntivas y las conclusion es una contradiccion. Como la foinulaQ es equivalente a 1P (
0 -Q) - C, entonces para obtener la forma standard de un esquema légico primero negaremos la
conclusion y esta conclusion negada la afiadiremos a las premisas poniendo como nueva conclusion

la contradiccion, pues las formulas

son equivalentes. Aplicaremos ahora a cada una de las premisas (incluyendo la negacion de la
conclusion) la técnica para pasarlas a forma conjuntiva. No hace falta que estas formas conjuntivas
sean formas normales. En virtud de la compatibilidad de la conjuncién respecto a la equivalencia,
las premisas se pueden tratar por separado. Aplicaremos ahora la técnica llaresolaaén

Diremos que dos clausulas s@solublessi tienen un a&tomo en comun que en una esté con
negacion y en la otra no; en este caso utilizando las reglas de inferencia

POQURIO-Q O (POUR
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(POQO(PO-Q O P
CPOQUEQ O P
QU(-Q U C

se obtiene una nueva clausula en la que no existe el atomo comun. El proceso de obtener esta
clausula a partir de las dadas se denomina resolucion. Por ello para llegar a la cdhclusion

1) se fija una clausula como inicial y se resuelve con una de las restantes, resoluble con ella,

2) cada clausula intermedia obtenida en el proceso se resuelve con una de las iniciales o con otra
clausula obtenida antes, con la finalidad de ir eliminando a&tomos hasta llegar a la contradiccion.

Ejemplo 1.5.5

Volviendo sobre el ejemplo 1.5.3 intentemos obtener la concladg®a partir del conjunto
de premisas dado. Para ello construimos la formula

P-QUOQ--RORO9 O-SO-(=P)
gue en forma conjuntiva es
(-POQ) O(-QU-R OROSO-SOP

Fijando como inicial la clausuR S y eliminado sucesivamente los ator8pR, Qy P,

tenemos
-P / C

- S -Q O =R -POQ P

ROS R o)

y la formula es una contradiccién, luego del sistema de premisas se d€duce

La parte de la Légica vista hasta ahora se denomina célculo de proposiciones pues el objeto de
estudio es la proposicion y, a través de ella, las formulas que representan la estructura de
proposiciones complejas. Sin embargo lo visto hasta aqui no es suficiente pues una deduccion
intuitivamente clara tal como

"Todo hombre es mortal. SAcrates es hombre, luego Sécrates es mortal”

no puede obtenerse por los medios desarrollados hasta ahora ya que en ella no pueden identificarse
negaciones, ni conjunciones ni condicionales, pero es evidente que las premisas y conclusion estan
muy relacionadas. Estructuras como "Todo hombre es mortal" o "existe algiin hombre llamado
Sécrates" son el objeto de estudio del calculo de predicados que iniciamos en las préximas
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Seccidnes, junto con una exposicion intuitiva de la teoria de conjuntos.

Ejercicios
I.7.- Demostrar la invalidez del razonamiento siguiente:
(POQ)OM - (ROS)O(S~ (TO-Q) O ~(POM)
[.8.- Demostrar que el esquema légico que a continuacion se indica es incorrecto:

(R- (PO-Q)O(-S- (~-TOU)O-(SO-RO(T - (SO-V)) O -T - (SO-R)
[.9.- Demostrar la validez del siguiente razonamiento:

(P-Q - ROM)OR - TOSON - 9OMI-R - N) O
0-P - (-(Q OR)- TOS

[.10.- Averiguarsi6P - Q U(Q - -ROR O PO-Q

I.11.- Averiguar si es cierto el siguiente razonamiento: Si el jueves voy a Platea y el viernes voy a
La Sala, entonces el sabado voy al cine; el sdbado no fui al cine y el viernes fui a La Sala,
luego el jueves no fui a Platea.

[.12.- Formalizar y demostrar: Cuando me deprimo, como niscalos y arenques; cuando como
arenques, tengo sed y frio; tanto si tengo frio como si tengo sed, en ambos casos, como
galletas; cuando como galletas, si tengo sed, no como arenques; por tanto, cuando como
arenques, no como galletas y no me deprimo.

[.6.- CONJUNTOS

Empezaremos introduciendo tres conceptos primitivos, que no intentaremos definir, y que,
aparentemente, tienen un significado claro e inmediato. Estos son

a) Conjunto : como agrupacion de objetos o en palabras del creador de la teoria, Cantor,
“"cualquier coleccion de objetos determinados y bien distintos en nuestra percepcion o
pensamiento, reunidos en un todo", p.ej., el conjunto de arboles de un bosque, el conjunto
de las letras del alfabeto, ... etc.

b) Elemento: como cada uno de los objetos que constituyen un conjunto.
c) Pertenencia: que relaciona los elementos con el conjunto que forman.
Con el fin de escribir estos conceptos en forma simbdlica tenderemos a utilizar letras minusculas

para los elementos, mayusculas para los conjuntos y un simbolo especial para la pertenencia. De
modo que el hecho de gqaeea un elemento del conjupse escribira
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allA
gue se leed pertenece A" y si por el contrario escribimos
bOA

leeremos b no pertenece A", es decir, el objetd no es un elemento del conjunfo Es
importante notar que un conjunto puede, a su vez, ser elemento de otro conjunto, pues el concepto
de elemento no se refiere al objeto aislado, sino en relacién con su pertenencia a un conjunto, de
modo que las tres nociones primarias estan ligadas entre si.

Ejemplo 1.6.1

El conjuntoS de los numeros naturales menores que 6, esta formado por los nimeros
0,1,2,3,4y 5 lo que se indicara con el simbolo

S ={0,1,2,3,4,5}

verificAndose que DS y 700S. Sin embargo, es falso que {0 dada la distincién
existente entre el 0 como elemento del conj@ycel conjunto que podemos formar con el

0 como unico elemento; aunque todo conjunto puede ser elemento de otro y asi, Si
definimos como conjuntd

T = {0,1,2,3,4,5,{0}}

podemos escribir que T y {0} OT

La nocion primaria de conjunto tal como la definié Cantor es demasiado amplia, como se vera a
continuacion. Podemos considerar como conjunto el de los nimeros nairaless aunque,
obviamente, no podamos escribir todos sus elementos, dado un objeto podemos saber si pertenece
0 no aN, p.ej. 4352 es un namero natural y no lo es 1'32, ni un segmento, ni una silla. Sin
embargo, definiendo el conjun@®cuyos elementos son los conjuntos que no se pertenecen a si
mismos como elementos se llega a la llamada paradoja de Russell, que hace tambalear la nocion
primaria de conjunto, tal como se ha establecido. En efecto, tenemos, por ejemplo

{1,2}0C
pues los elementos de {},8on el 1y el 2 y no el propio {1,2}; podemos preguntarnos si
coc o COC
Si COC, C seria un conjunto que no se pertenece a si mismo como elemento y, porltango
COC, C seria un conjunto que se pertenece a si mismo como elemento, € W&ditacer frente

a estos resultados paradojicos, exige un planteamiento de la teoria de conjuntos diferente y mucho
mas preciso del que hemos abordado. Pero salvo esta paradoja, y otras analogas a élla, nuestro
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concepto primario de conjunto es lo suficientemente simple y general para los conjuntos que se
manejaran; y por ello vamos a prescindir de mas consideraciones y se seguiréd con el desarrollo
intuitivo.

Dos relaciones importantes entre conjuntos son la igualdad y la inclusion. Dos cofjyriBos
sonigualessi y sélo si tienen los mismos elementos, en cuyo caso se eséribiBa

Un conjuntoA estacontenidoo incluido en otro B (0 es unsubconjuntoo parte deB) si
y sélo si, todos los elementos Aeertenecen B, en cuyo caso se escribita[] B y, en caso
contrario A [J B. La relacion A 0 B significa A B O A # B) y se denominanclusion
estricta De estas definiciones, se obtienen las propiedades de la Tabla 1.6.1

TABLA 1.6.1

Propiedades de la igualdad e inclusion de conjuntos

Reflexiva : A=A y AOA
Simétrica : A=B 0 B=A
Antisimétrica: AOBOBOA) = A=B
Transitiva : (A=BOB=C) O A=C

AOB y BOC implican AOC

Por ejemplo, la transitiva de la inclusion resulta de considerar gAe(siB, entonces todo
elemento dé\ pertenece 8; y siB [ C, todo elemento dB, y por tanto los dé, pertenecen &;
luego,A 0 C.

Un conjunto viene determinado por los elementos que lo componen por lo que una manera de
definir un conjunto, consiste en escribir todos sus elementos; se dendefinecion por
extension y es la que hemos utilizado en el Ejemplo 1.6.1. Los conjuntos formados por un solo
elemento se denominamonjuntos unitarios El conjunto sin ningun elemento recibe el nombre
de conjunto vacioy se representa mediante el simbolo @. Segun la definicion de la inclusion, si
A es un conjunto cualquiera, la proposiciéon

GOA
es falsa, ya que, si fuera verdadera, habria algin elemento de @ que no seria eleimeotade

imposible pues no tiene ningun elemento. Segun los principios de no contradiccion y del tercio
excluido es verdadera la proposicion
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@ 0OA
La definicibn por extension es, cuando menos, incOmoda si el conjunto tiene bastantes
elementos, e impracticable si se trata de conjuntos infinitos (en el sentido intuitivo del término). Es

necesario establecer otra forma de definir conjuntos mediante propiedades que verifiquen sus
elementos.

I.7.- PREDICADOS, CUANTIFICADORES Y FORMULAS

Si decimos "4 es menor que 5" hemos enunciado una proposicién, verdadera en este caso. Si
decimos

"X es menor que 5"
Nno expresamos ninguna proposicion, ya que esta frase no tiene sentido hasta que no convengamos
sobre el significado de A x la denominamosariable que, a diferencia de urnstanteque
es un elemento fijo de un conjunto, representa a los elementos de un conjunto dado, p.e;.
E = {3,4,5,6}

con lo cual la frase anterior es capaz de generar las proposiciones siguientes

"3 es menor que 5"
"4 es menor que 5"
"5 es menor que 5"
"6 es menor que 5"

verdaderas las dos primeras y falsas las otras dos.
Dado un conjuntd se denominduncién proposicional o predicado en una variable
gue toma valores dg&, a una propiedad en la que intervienee forma que al sustituirla por cada
elemento d& se obtiene una proposicion.
En esta definicion intervienen tres objetos
a) unpredicadq o frase que expresa una propiedad,
b) una variable que toma como valores los elementos de un conjunto,
c) este conjunto, denominadonjunto referencia) de los valores de la variable.
Si en la frasexX'es menor qug' sustituimosx ey por elementos de dos conjuntos referenciales,

gue eventualmente pueden coincidir, obtendremos proposiciones, por lo cual la frase anterior recibe
también el nombre déuncion proposicional o predicado en dos variablesLa
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generalizacién a mas variables es natural. Una proposicion es un predicado en 0 variables.

Representaremos un predicado, determinado aunque no precisado, mediante una letra latina
mayuscula seguida del nombre o nombres de las variables entre paréntesis

P(X) Q(xy.zt)
dondeP y Q representan la propiedad. No hay ninguna norma especifica para determinar la
estructura de un predicado, excepto el sentido comun y el requisito de coherencia entre diferentes
representaciones.

Como el resultado de sustituir las variables por constantes en un predicado es una proposicion,
se pueden utilizar los conectores légicos para construir predicados a partir de otros

P POOQK)  PUQX  PK - QX  PKX ~ QX

y asi, por ejemploR(x) 0 Q(x) es un predicado pues sixioma el valorallE, entonces da lugar a
la proposicion

P(a) 0Q(a)

Precisaremos mas adelante el importante concepto de férmulas en las que intervienen predicados
conectados.
Ejemplo 1.7.1

Sea el referencidd = {1,2,3,4} y los predicados

P(x) . "x es menor que 3" Qxy) : "x+ty=5"
El predicado
"Si X es menor que 3, entonces/ = 5"
da lugar a 16 proposiciones

"Si 1 es menor que 3, entonces 1+1 = 5"

"Si 4 es menor que 3, entonces 4+4 = 5"
de las que algunas seran verdaderas como
"Si 1 es menor que 3, entonces 1+4 = 5"

y otras falsas como
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"Si 1 es menor que 3, entonces 1+3 = 5"

Todo predicado, al estar definido sobre un referencial, define conjuntos, segin vamos a ver a
continuacion. Dada una propied@d el predicado de una variable

P(X)
sobre un conjunto referencig) a cada valor de la variable corresponde una proposicién, verdadera
o falsa, por lo cual es posible definir el conjuAtde los valores de la variable que dan lugar a

proposiciones verdaderas o, como suele decirse, el conjunto de valores de la variable que verifican
la propiedadP. Se expresa simbdlicamente por

A = {xTOE OP(x)}

gue es, obviamente, un subconjuntoEleCada predicado sobre un cierto referencial define
siempre un subconjunto de éste, y viceversa, dado el subconjunto

AUOE
siempre podemos asociarle el predicado sobre el referEncial
P(x) : "xOA"

Definir un conjunto mediante un predicado se llad&dinicion por comprensiéndel
conjunto; constituye la forma mas comun de hacerlo, excepto para conjuntos con muy pocos
elementos, y seré la que adoptaremos de aqui en adelante. Asi, consideraremos siempre conjuntos
gue son subconjuntos de un referencial previo, lo que no quita ninguna generalidad a los

resultados, ya que en cualquier rama de la Matematica siempre existe un conjunto basico al cual
pertenecen los objetos que se manejan.

Ejercicios

1.13 .- Definir por extension los siguientes conjuntos:

a) A={alN 02 <a< 6}
b) B ={pUN Op < 10, siende par}
c) C={x0Z O02x%+x-6 = 0}

I.14 .- Definir por comprensioén los siguientes conjuntos:

a) A={5, 10, 15, 20, 25, 30}
b) B={-2,-1,0,1,2 3,4, ..}
c) C={1, 4,09, 16, 25, 36}
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Puede ocurrir que al dar valores a la variabléodas las proposiciones a que da lugar el
predicado sean falsas, en cuyo caso el conjAnte tendra ningun elemento y enton&¥s)
define un conjunto vacio. &l es un referencial, el conjunfo= {x[JU | x(JU} es un conjunto
vacio. Muchos predicados pueden dar lugar a conjuntos vacios que seran todos iguales por tener
los mismos elementos (ninguno), y por ello siempre hablamos del conjunto vacio @.

Por el contrario, si para todos los valores de la variable el predicado da lugar a proposiciones
todas ellas verdaderas, se indicara por

(OxTUE) (P(X))

gue se lee "para todode E se verificaP", donde el simbol&] representa la expresiéon "para todo"
y se llamacuantificador universal SiE = {Xy,... X} equivale aP(x;) U...0 P(X,).

Si solo para algunos valores de la variable son verdaderas las proposiciones resultantes
escribiremos

(IXUE) (P(X))
que se lee "existe alg&de E que verificaP" ydonde el simboldlrepresenta la expresion "existe
algun”, denominandoseuantificador existencial Si E = {xy,...X,} equivale aP(x;) [...00
P(Xn).
Todo cuantificador lleva asociada una variable y un conjunto referencial y su alcance es el

predicado sobre el que recae la accidén del cuantificador y que viene despues de la variable
delimitado por paréntesis.

Ejemplo 1.7.2

a) la proposicion "Todo el mundo odia a todo el mundo" es equivalente a "pasaytodo
para todoy, x odia ay" que se formaliza comalkOH)(OyOH) O(x,y),

b) la proposicion "Todo el mundo odia a alguien™ es equivalente a "para éxikiey (tal
gue)x odia ay" que se formaliza comalkIH)(Cy[OH) O(x,y),

c) la proposicion "Hay alguien a quien todo el mundo odia" es equivalente a Yexidte
que) para toda, x odia ay" que se formaliza comayUH)(OxOH) O(x,y),

d) la proposicion "Todo el mundo es odiado por alguien” es equivalente a "pana todo
existex (tal que)x odia ay" que se formaliza comalfyCIH)(CX[IH) O(x,y),

e) la proposicion "Hay alguien que odia a todo el mundo" es equivalente a Seftate
que) para todg, x odia ay" que se formaliza comaXUH)(CyOH) O(x,y),

f) la proposicion "Siempre hay alguien que odia a alguien” es equivalente a kexiste
existey (tal que)x odia ay" que se formaliza coma¥[IH)(CyOH) O(x,y).
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El Calculo de Proposiciones se preocupa del significado de muy pocas palabras, como los
conectoreqno, y, o, si...entoncessi y solo sj con los que se formalizan algunas proposiciones
complejas a las que es posible atribuir valores de verdad y que se juzgan como siempre verdaderas
(las tautologias), siempre falsas (las contradicciones) o unas veces verdaderas y otras falsas (las
contingencias). Sin embargo, esto sirve de poco para los enunciados en los que existen expresiones
de relaciébn como "todo ama a alguien” o "los amigos de mis amigos son amigos mios" para cuya
formalizacion es necesario el uso de variables. Las variables no son mas abstractas que los
pronombres del lenguaje natural, con los que guardan un estrecho parecido conceptual analogo al
gue las constantes guardan con los nombres sustantivos. Las formulas complejas de este tipo se
pueden construir a partir de formulas simples con la adicion de conectores, términos que expresen
relaciones, variables y cuantificadores que formalicen las expregiocloesalgin

Vamos pues a considerar expresiones en las que van a intervenir cuantificadores, predicados,
variables, constantes u otros simbolos y paréntesis. Por ejemplo

(OxUE) (P(X)) OylE) (Q(x.y)) (XOE) (Lydu) (P(xy,2)

Estas expresiones van a constituir las férmulas del célculo de predicados, cuya definicion veremos
de un modo méas formal a continuacion.

En primer lugar, una variable que estd en un cuantificador, o dentro del alcance de un
cuantificador que utilice esta variable, se dice que presentaauraencia ligadg en caso
contrario la ocurrencia se denomimeurrencia libre. Una variable efigada en una férmula si
presenta al menos una ocurrencia ligada y andlogamente una varldirie esando no es ligada.

Por ejemplo, en las férmulas anterioress una variable ligada en la primera y tercera formulas y
libre en la segunda. En ésta, el simbotanto puede ser considerado como una variable o una
constante y sera una u otra dependiendo si nuestra intencion es cuantificarla posteriormente o no.

El alfabeto del calculo de predicados es un conjunto finito de simbolos arbitrarios, que
clasificamos en tres tipos diferentes: unos denominados constantes y variables, otros simbolos de
funcién y otros simbolos de proposicién o de predicado. A cada simbolo de fllecasociamos
un namero natural, mayor que cero, denominado la "aridad”, diciéndose g@geun simbolo de
funciénn-aria. Una funcion 0-aria es un simbolo de constante. Como un predicado es de hecho
una funcién de varias variables, que al aplicarla da lugar a una proposicion, a cada simbolo de
predicadadP le asociamos un numero natunaimayor o igual que cero, denominado la "aridad",
diciéndose qué® es un simbolo de predicadwario. Un predicado 0-ario es un simbolo de
proposicion.

Combinando las las variables, constantes y las funciones entre si y con la ayuda de los
paréntesis, se forman secuencias de signos. De entre todas estas secuencias se distinguen una
denominadasérminos de la logica de predicados con funciones y que son las que se pueden
construir a partir de la siguiente deficion inductiva:

1) Una variable es un término.

2) Una constante es un término.
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3) Sif es un simbolo de funciémaria y,ty,...t, son términos , entoncéf;,... t,) es un
término.

4) No hay mas términos que los generados por 1), 2) y 3).

Sea el conjunto formado por los cinco conectores légicos, los dos paréntesis (y ) y los dos
cuantificadores. Combinando estos simbolos con el alfabeto del calculo de predicados podemos
formar secuencias de simbolos. De entre todas estas secuencias se distinguen unas denominada:
formulas bien formadas de la I6gica de predicados que son las que se pueden construir a partir de
la siguiente definicion inductiva:

1) Si P es un simbolo de predicadeario y t;,..., t, son términos, entonc&Xt,,...t,) es
una férmula que se llama atémicatomode la I6gica de predicados.

2) Si Py Q son férmulas, entonces (P), (P) U(Q), (P)U(Q), (P) - (Q), (P) - (Q
son férmulas.

3) SiP es una férmula ¥ es una variable libre &R, entonces [(x) (P) y (x) (P) son
férmulas.

4) No hay mas formulas que las creadas en el proceso anterior.

Una férmula del calculo proposicional es una formula del célculo de predicados con O variables.
Las reglas de restauracion de paréntesis son analogas a las de la légica de proposiciones.

Admitiremos que en las férmulas del célculo de predicados los conjuntos referenciales pueden
explicitarse o bien, en muchos casos, ser omitidos, bien por que se deducen del contexto o bien
porque todos se hacen iguales a un referencial muy amplio que los contiene a todos como el
"conjunto de todos los objetos del universo".

Las férmulas sin variables libres se llan@arradasy abiertassi tienen variables libres; el
namero de variables libres se denomina "aridad" de la férmula.

El arbol sintacticode una formula del célculo de predicados se construye poniendo como
nodos los cuantificadores, los conectores, las funciones y los predicados. Las hojas son los &tomos
proposicionales, las variables y las constantes. De cada nodo parten hacia abajo (o hacia la derecha)
las subféormulas que son el alcance de cada cuantificador o cada conector o bien los atomos
proposicionales, las variables o las constantes que son los argumentos de cada funcién o de cada
predicado.

Ejemplo 1.7.3
El arbol sintactico de la férmula

P(a) O (OxOU) (P(x) - P(f(x))) —» (OxOU) (P(x))
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Si en una férmula se fijan los referenciales, los predicados, las funciones y se dan valores a las
variables libres, se obtiene ungerpretacionde la formula, que puede ser linglistica, si el
significado de los diversos simbolos se describe mediante conceptos expresables en el lenguaje
natural. El resultado es una proposicion, si la formula es cerrada, o un predicado, si la formula es

abierta.

Ejemplo 1.7.4
Para la formula
P(a) O (OxOU) (P(X) - P(f(x))) — (OxOU) (P(x))

en la quea es una constantefyuna funcién, podemos construir una interpretaciéon
lingliistica haciendo

U : el conjunto de las personas
a: Maragall

f(X) : el padre de

P(X) : x es poeta

obteniéndose la proposicion

"Si Maragall es poeta y si todo padre de poeta es poeta, entonces todo el mundo es poeta”.
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En el lenguaje natural palabras como "alguno”, "cada", "todos" y otras, indican los
cuantificadores subyacen en muchas expresionese.
Ejemplo 1.7.5

Proposiciones como "Algunas estrellas tienen planetas” o "Todo hombre es mortal" son
proposiciones cuantificadas, que podrian enunciarse como

"Existe algunx del conjunto de los objetos del universo tal que e una
estrella, entonces tiene planetas”

"Para todox del conjunto de los seres vivosx®s un hombre, entonceses
mortal”.

Claro que un aumento de precision en los lenguajes naturales llevaria consigo una mayor
rigidez y complejidad.

Toda proposicién enunciada en un lenguaje natural en la que intervengan predicados, tiene su
formula que es su expresion simbdlica
Ejemplo 1.7.6
La proposicién "Hay ingleses que son amigos de los franceses" puede formalizarse

definiendo los siguientes predicad@gx,y) : "x es amigo dg/" , I(X) : "X es inglés" y
F(X) : "x es francés", obteniéndose

(09 (109 T (@) (Fy) - AxY))

Si la atribucién de significado a los diferentes simbolos que aparecen en una férmula se restringe a
objetos matematicos precisos, tendremos entonces una interpretacibn matematica que sera una
proposicion, si la férmula es cerrada, o un predicado, si es abierta.
Ejemplo 1.7.7
Si para la férmula
(OxOX) (P(x,f(x,y,a))

hacemosX =R, P(X1,Xy) : "X; > X", a =3,y = 1T, f(X;,X0,X3) = Xo+XgX,%, obtenemos
la interpretacion matematica
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"Todo numero real es mayor que su cuadrado por 3tnas

Las formulas del calculo de predicados se utilizan mucho en matematicas con la finalidad de
abreviar, mediante escritura simbdlica, definiciones y propiedades.

Ejemplo 1.7.8

Se dice que una funcidrde una variablg tiene por limitd al tenderx haciaa cuando los
valoresf(x) se aproximan &en un cantidad tan pequefia como queramos siemppe que
difiera dea en menos de una cantidad conveniente. Expresada como férmula del célculo de
predicados esta definicion de limite es

(OedR*) (OOR*) (OXOR) (k-alk & — F(X)-ICk &)

dondeR* es el conjunto de los nimeros reales positivos.

El &rbol sintacticode una férmula del calculo de predicados se construye poniendo como
nodos los cuantificadores, los conectores, las funciones y los predicados. Las hojas son los &tomos
proposicionales, las variables y las constantes. De cada nodo parten hacia abajo (o hacia la derecha)
las subférmulas que son el alcance de cada cuantificador o cada conector o bien los atomos
proposicionales, las variables o las constantes que son los argumentos de cada funcién o de cada
predicado.

Ejercicios
[.15. Formalizar la proposicion "Algunos profesores solo aprueban a los que asisten a clase".

[.16. Construir el arbol sintactico y una interpretacion linguistica de la formula

Ox (E(x) —» Oy(Asly) O=Ap(x,y))

para los predicadds(x): x es estudiantédqy): y es una asignaturaAp(x,y): x aprueba
y.

[.17.- Con los simbolos y significados siguientes:

a: Alberto

b: Berta

G(X): x es generoso
H(X): x es honrado
T(xy): X trata cory
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a) dar interpretaciones linguisticas a:
al)dx (H(X) - T(b,x))
a2) (IxG(x)) - (Ox T(b,x))
a3) [ X (H(x) O-T(x,a) O0-T(x,b))

b) formalizar:
b1) Todos los generosos tratan con el Alberto.
b2) Si nadie fuese honrado Alberto no trataria con nadie.
b3) Si todos los honrados fuesen generosos, todos tratariamos con todos

Formalizar las proposiciones que a continuacion se dan usando los simbolos que en cada
caso se adjuntan:

a) Hoy hace sol y nos vamos de excursion al Cartgyi(x), c

b) Hay anarquistas que no son ricos pero también hay que si I(3QIR(X)
c) Hay franceses que solo son amigos de los catalBp@sA(x,y), C(y)

d) Hay franceses que son amigos de todos los catalmesA(x,y), C(y)

e) Los vendedores ambulantes engafan a todos los td(pE(Xx,y), T(y)

f) En verano Bernardo y todos sus hijos se hartan de hamburgbeba&:(x,y), H(X,y),
h

Construir los arboles sintacticos de las formulas obtenidas.
Formalizar el siguiente razonamiento: "Hay pintores con técnica pero sin imaginacion.

Todos los pintores son artistas. No todos los pintores tienen técnica. Todo ingeniero tiene
técnica. Por tanto, no todo artista es ingeniero". Construir el &rbol sintéctico.

Se denominanterpretacion légica o simplemente interpretacion, Bea cualquier asignacion
de valores légicos a cada uno de los componentes de la férmula. Para ello hay que determinar:

1) Los referenciales, que fijan los dominios de valores de las constantes y variables.

2) Una asignacion de valor para cada constante.

3) Una interpretacion para cada simbolo de funcion, asignandole una funcién precisa.

4) Una interpretacion, es decir, una asignacion de valor 1 o 0 a cada proposicion a que da lugar
cada predicado.
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El resultado de la interpretacion légica de una formula cerrada es un valor 1 o 0 que se obtiene a
partir del significado de los cuantificadores del modo siguiei¥¢(P(x)) ser& verdadera cuando
existe un valott del referencial para el que la proposiciéft) es verdadera y falsa si ninguin
elemento del referencial hace deix) dé lugar a proposicion verdadera; analogamelnie,(P(x))
es verdadera si todo elemento del referencial hacB(gudé lugar a proposicion verdadera vy falsa
si existe un valor del referencial para el que la proposidrft) es falsa.

Ejemplo 1.7.9

Una interpretacion de la formula

(Oydy) ((z02) (A2 - M(y) UP(y.zf(2)))
puede obtenerse mediante las siguientes asignaciones:

Y=2={1,2},f(1)=2,f(2)=1,A1)=1,A2) =0 ,M(1) =1 ,M(2) =0
P(1,1,2) =1 P(1,2,1) =0 P(2,1,2) =0 P(2,2,1) = 1

siendo el resultado 1.

[.8.- IMPLICACION Y EQUIVALENCIA

Una férmula del célculo de predicados es universalmente verdadera, si es verdadera bajo todas
sus interpretaciones, es insatisfactible si es falsa bajo todas sus interpretaciones y es satisfactible si
tiene interpretaciones falsas y verdaderas. En particular, las tautologias son formulas
universalmente verdaderas y las contradicciones son formulas insatisfactibles. Una férmula implica
otra si en toda interpretacion para la cual la primera es verdadera, lo es también la segunda; dos
férmulas son equivalentes si y solo si tienen los mismos valores 1 o 0 bajo todas sus
interpretaciones. Pero asi como en el calculo proposicional averiguar si dos férmulas eran o no
equivalentes era un sencillo proceso de construccion de una tabla de verdad, una férmula del
calculo de predicados tendra un gran namero de interpretaciones por lo que no sera posible verificar
de modo general si dos formulas son equivalentes, salvo en casos particulares como, por ejemplo,
los que figuran en la Tabla 1.8.1.

TABLA 1.8.1

Algunas equivalencias del calculo de predicados

SiE y U son conjuntos referenciales

1) IxUE) (P()) < (LydE) (P(Y)
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2) IXOE) (P(9) - (LYUE) (P(y))

3) WIxUE) (DydU) (P(xy)) - (Oydu) (OxUE) (P(xy))
4) [(xOE) (ydU) (P(xy)) - (yUU) (IXTE) (P(xy))
5) IKUE) (OyDu) (P(xy)) O (Hydu) (IXTE) (P(x.y))
6)- ((UxUE) (P(X) < (XUE) (=P(x))

)~ (((XUE) (P(x)) < (OXOE) (=P(x))

8)= ((IxUE) (P(¥) - QX)) = (XUE) (P(¥) U-Q(X)

Las dos primeras son evidentes, pues se trata del mismo predicado sobre un mismo ré&ferencial
y expresan que el nombre que demos a la variable es indiferente dado que lo que caracteriza a esta
férmula es el predicado y el conjunto sobre el que esta definida. Igualmente evidentes son 3) y 4)
sin embargo 5) es un poco mas delicada y expresa que si los cuantificadores manejados son
distintos, intercambiarlos puede dar lugar a una interpretacién no equivalente a la primera,
verificandose entonces Unicamente la implicacion. Para probar el teorema que constituye la
proposicion 5) basta comprobar que si la hipotesis es 1, existe umvdx tal que para todo y
se verificaP(x,y) y por ello para todo valor deexiste uno de, el valorm, que verificaP(x,y), es
decir, la tesis es 1 (sin embargo, puede ocurrir que la tesis sea 1, si para todoyvatistdeino
dex, diferente para cada valor gecon lo cual la hipotesis es 0 y no se verifica la equivalencia).
La equivalencia 6): el que no sea verdadero que para todo elentitoonjuntcE se verifique
P(x), equivale a que exista uno para el cual no sea verdagénapor tanto verdaderaP{x); de
forma andloga se razona 7). La propiedad 8) es una consecuencia de 6) y de la tautologia

~(P-Q) - PO-Q

De acuerdo con las propiedades 3) y 4), expresiones cuantificadas tales como

(Ox0U) (Oyou) (P(x.y)) [(xDU) (ytlu) (P(x.))
pueden escribirse en forma abreviada como
(Ox,yOu) (P(xy)) [x,yOU) (P(x,y))
Ejemplo 1.8.1

Si por referencial tomamos el conjunto de los niumeros natitales
(OyON) (EXUN) (x >y)

significa que para todo numero natural existe siempre otro mayor que €él, lo cual es
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verdadero.
(IXON) (DyON) (x >y)
significa que existe un numero natural mayor que todos los nimeros naturales, lo cual es

falso. Este es un contraejemplo que demuestra que las dos férmulas de la propiedad 5) no
son equivalentes.

Ejemplo 1.8.2

Las negaciones de
a) (JcOR) (JalR) (ObOR") (asb=b-c - a=c¢)
b) "Todo triangulo rectangulo posee un angulo recto"
son
a) (COR) ((a0R) ((bOR") (b =b-c O a#c)
b) Sillamamos T: conjunto de los triangulos del plano

R(X) : "X es rectangulo”
A(X) : "x tiene un angulo recto"

el teorema tiene como formula

(OxOT) (R(X) - A(X))
con lo que su negacién es

(IXOT) (R(X) O=A(X))

cuya interpretacion linguistica es: "existe un triangulo que siendo rectangulo no tiene un
angulo recto".

Ejercicios

1.20 .- Examinar las relaciones légicas existentes entre las proposiciones

Todos los hombres son mortales.
Todos los hombres son inmortales.
Algun hombre no es mortal.

Algun hombre no es inmortal.



43

Existen hombres inmortales.
Existen hombres mortales.

[.21.- Averiguar si-[xOy (P(x,y) - 0z Q(x,y,2)) y OxCy (P(x,y) O Oz =Q(X,y,2)) son
férmulas equivalentes.

1.9.- INFERENCIA LOGICA EN EL CALCULO DE PREDICADOS

Generalizando el concepto de inferencia visto en el célculo proposicional, hay un tipo de formula
gue establece lo que de forma intuitiva son relaciones de causa-efecto entre formulas del calculo de
predicados.

Consideremos una férmula del tipo
(A[O..0A,) - T
dondeAq,... A,y T son formulas. Si es universalmente verdadera, es decir, si
(AJO0..0A,))O0 T

decimos qudl esconsecuencia logicadeA,..., A, 0 queT seinfiere deA,,..., A,y que la
implicacion define unesquema ldégicocorrecto. Las formula#\,,..., A,,. se denominan
premisasy T conclusiéon Analogamente al calculo de proposiciones, cualquiera de las
interpretaciones verdaderas de la formula se denomina un ejemplo y cualquiera de las
interpretaciones falsas determina un contraejemplo. Por eso una deduccién es correcta si
unicamente tiene ejemplos y no tiene ningun contraejemplo e incorrecta si tiene por |10 menos un
contraejemplo, aunque pueda tener ejemplos

Ejemplo 1.9.1
El siguiente esquema légico
((XOU)(A(x) U B(x)) O (XOU)(C(x) UB(x))) O ([ExUU)(C(X) - AX))

no es correcto, como demuestra la interpretacion de referencial el cddjentd,2},
tomandoA(1) el valor 1,A(2) el valor 1,B(1) el valor 1 B(2) el valor 0,C(1) el valor 1y
C(2) el valor 0.

Para demostrar que un esquema légico no es correcto basta hallar un contraejemplo, es decir,
una interpretacion bajo la cual la formula que representa el esquema I6gico dé valor 0, como hemos
visto en el ejemplo 1.9.1. Sin embargo, determinar que un esquema légico es correcto tiene la
dificultad de que se basa en la inexistencia de contraejemplos, por lo que por mas que
construyamos interpretaciones candidatas a ser contraejemplos, ninguna lo sera. Con ello lo Unico
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gue se prueba es nuestra incapacidad para hallar un contaejemplo, pero no que no existan. Asi la
demostraciéon de que un esquema logico es correcto necesitara de una argumentacion razonada, que
no siempre sera facil.

El significado de los cuantificadores existencial y universal determina que:

1) Si (XOX)(P(X)) es universalmente verdadera, existe algdel referenciaK para el que la
proposicionP(t) es verdadera.

2) Si para una constante, o variable libréel referenciaX la proposicionP(t) es 1, entonces
(IXOX)(P(x)) es universalmente verdadera.

3) Si (OxOX)(P(X)) es universalmente verdadera, entonces para cuatgieereferenciak la
proposiciénP(t) es 1.

4) Si para cualquier constante, o variable lilirdel referenciaX la proposicionP(t) es 1,
entonces [(IxOX)(P(x)) es universalmente verdadera. Una deduccion de este tipo sGlamente es
posible hacerla "genéricamente”, es decir, introduciendo una constante local que represente a
cualquier elemento del dominio cuyo alcance empieza cuando se inicia la demostracion y finaliza
cuando ésta acaba.
Estas reglas permiten introducir constantes que reducen un férmula del calculo de predicados a
otra del calculo de proposiciones, sobre la que son aplicables las reglas de inferencia.
Ejemplo 1.9.2

Veamos que de "todo hombre es mortal” y " Sécrates es hombre™ se infiere "Socrates es
mortal". En efecto, sean

P(x) : "xes hombre" , Q(x): "x es mortal"
Tenemos que averiguar si
(OX)(P(X) —» Q(x)) O P(Socrates)d] Q(Sécrates)
Como para todax esP(x) - Q(X) verdadero lo es tambid?(Sécrates)- Q(Sécrates); de
esta formula YP(Socrates), por el MPP se infigpgSdcrates).
Ejemplo 1.9.3

Veamos si es correcto el esquema légico: "Algunos enfermos confian en los médicos;
ningun enfermo confia en los curanderos. Por tanto, ningdn médico es curandero”

Definiendo los predicados

P(X) : "x es un enfermo” Q(X) : "x es un médico"
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R(X) : "x es un curandero"” S(xy) : "x confia eny"
las premisas del discurso son

A () (P O (@y) Q) - Sxy)

Ay i ([Ox) (P(x) - (Qy) (R(y) -~ ~S(x.y)))
y la conclusién

T: (0¥ QX ~ ~R(X))

Veamos que dé, y A, se infiereT. SiA; y A, verdaderas, existe tmtal que

P(h) y (My) (Q(Y) - Shy))
es verdaderas y también es verda®m — (Cly) (R(y) - = Sh,y)).

ComoP(h) es verdadera, el MPP nos dice que

(dy) (R(y) - =S(hy))
es verdadera y también es verdademng (Q(y) —» Sh,y)).

Para los valores detales queQ(t) es verdadero lo es tambi&h,t) luego-S(h,t) es
falso, de dond&(t) falso, por lo que~R(t) es verdadero @(t) - -~ R(t) es verdadera,
para los valores deales que(t) es falso, entoncé&d(t) - - R(t) es verdadera. Todo ello
prueba qud es verdadera para togoluegoT se infiere dé\; y A,.

Diremos que una formula del célculo de predicd@dlesta erforma prenexa conjuntivasi es
del tipo

(Oxy) ... @xy) (M)

dondeM es una conjuncion de férmulas sin cuantificadores que son disyunciones de atomos o sus
negaciones. Para conseguir reducir una formula a su forma normal conjuntiva se han de realizar los
pasos siguientes:

1) Eliminar los conjuntos referenciales teniendo en cuenta que

(OxOD) (P(X)) = (@x) (D(X) - P(x)) con D(x): "xOD"
(IXOD) (P(x)) = (X (D(x) OP(x)) con D(x): "xOD"
Si los referenciales estan omitidos, este paso, obviamente, no es necesario; si todos los

referenciales coinciden pueden suprimirse sin mas, entendiendo que cualquier interpretacion de
la formula sera valida dentro de este referencial.
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2) Eliminar los conectores y -~ mediante las equivalencias

PoQ = P-QOQ-P
P.Q - -POQ

3) Mediante las equivalencias

~(=P) = P
~(POQ) = -PO-Q
~(POQ) - -PO-Q
(0% (PXY) = (X) (=P(x)
(09 (P(x))) = ([Ox) (=P(x)

se consigue que toda negacion afecte s6lamente a un atomo.

4) Utilizar las leyes conmutativa, asociativa y distributiva.

5) Sies necesario, renombrar las variables ligadas para que tengan nombres distintos, de forma
gue cada variable esté ligada a un Unico cuantificador.

6) Mediante las equivalencias

©x) (PK)0Q < (0¥ (PX) UQ)

Ox) (PK)OQ = (0¥ (P OQ)
(O1x7) (P(x1) L (Ox%) (Q(X2)) = (O1%1) (O:X)) (P(Xq) U Q(Xp))
(O1x1) (P(x7)) U (Oxx%) (Q(Xp)) = (O1X1) (OxX2) (P(x1) L Q(X2))

(donde©, y 6, significan] o [) se llevan los cuantificadores al comienzo de la férmula, sin
cambiar su orden relativo, lo cual es posible, pues todas las variables son distintas.

Asi se llega a una férmula con todos los cuantificadores al principio

(O1X1) .. (OnXq) (M)

en la que ©Xxq) ... (0%, se denomingrefijo y M matriz, de manera que e no hay
cuantificadores y estda en forma conjuntiva. Supongamos ahora que un cuanti@casor
existencial; si a la izquierda dé,&.) no hay cuantificadores universales se reemplazan todgs las

por un valorc, que sea distinto de las constantes que eventualmente puedan habey en
eliminamos ©,x,) del prefijo; si O4Xs1) .- OsmXsy) SON cuantificadores universales a la
izquierda de ©,x,) (por tanto, X sl <,...< sm<r) creamos una funcidihde nombre distinto de

las funciones que ya hay Bhy reemplazamos todos lags por f,(Xg,... Xsm) Y €liminamos ©,x,)

del prefijo; repitiendo estos procesos eliminamos del prefijo todos los cuantificadores existenciales
llegando asi, a la denominaftaama de SkolemLas constantes y funciones usadas en estos
reemplazamientos se denomirfanciones Skolem
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Ejemplo 1.9.4

Apliguemos este proceso a la formula.

(Oy) () ((2) (P(x.2) UP(y,2)) - (1) (Du) (Qxy,u)))

Tendremos

(Qy) (%) () (P(x.2) OP(y,2) ~ (1K) (Ou) (Q(X.y,u)))

<~

(Qy) (Ox) (02 (=P(x,2) O=P(y.2) U (LX) (Hu) (Q(X.y.u)))

=1

(Qy) (Ox) (H2) (=P(x,2) O=P(y.2)) O ([xy) (Ou) (QxpY,u)))

ad

(Qy) (Bxq) (Bu) (Qx1,y,w)) U (Ox) (02) (-P(x.2) D=P(y,2))

<~

(Oy) (xy) (Ox) (H2) (u) (Q(xp.y,u) U (=P(x,2) O =P(y,2)))

=

(Qy) (Bxq) (Bx) (02) (Hu) (Qx1y.u) O=~P(x,2)) U (Q(xp.y,u) O=P(y,2))

A =d

(Qy) (0x) (02) ([u) ((Q(F(Y).y.u) U-P(x.2)) O(Q(f(y).y.u) 0=P(y,2))

En este punto podemos ignorar el prefijo, pero teniendo en cuenta que todas las variables que
aparecen estan cuantificadas universalmente. En la matriz tenemos una conjuncién de disyunciones;
cada uno de los paréntesis de la conjuncion, considerado separadamente, recibe el nombre de
clausula Todo este proceso permite llegar desde la formula inicial a un conjunto de clausulas,
siendo cada una de ellas una disyuncion de atomos 0 sus negaciones.

A partir de aqui, el método de resolucién para demostrar una inferencia en el calculo de
predicados se va desarrollar de un modo analogo al del calculo de proposiciones, por medio de la
refutacion, significando con ello que para demostrar que la conclusion es verdadera, se demostrara
gue su negacion produce una contradiccion con las premisas. Previamente es necesario poner las
premisas y conclusion en forma estandar.

Dos clausulas con determinada estructura es posible "resolverlas" en una tercera; en el caso del
calculo proposicional vimos que esta resolucién viene dada a través de la denominada regla de
resoluciéon y averiguar si dos clausulas son resolubles es inmediato. La regla de resolucion sigue
siendo valida en el calculo de predicados cuando sustituimos las variables por constantes
apropiadas, convirtiendo asi los predicados en proposiciones, para conseguir parejas de atomos en
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clausulas distintas de modo que en una clausula figure el &tomo y en la otra el mismo precedido de
negacion. Existen algoritmos potentes que consiguen ir emparejando clausulas y hallando sus
resolventes.

Por ello, el proceso de resolucion en el calculo de predicados, mediante el cual a partir de unas
premisad\,,...A, se quiere deducir una conclusibrconsiste en probar que es una contradiccion
la férmula formada por la conjuncién de las premisas y la negacién de la conclusion, es decir,
comprobar que toda interpretacion da lugar a una contradiccion, procediéndose como sigue:

1) Si en la formula existen variables libres, se reune la conjuncién de todas las premisas que

2)

3)

tengan en comun una misma variable libre, formando una subférmula a la que se le
antepone el cuantificador existencial a la variable libre.

Pasar la férmula a la forma de Skolem. Si existen premisas sin variables comunes, pueden
"skolemizarse" de forma independiente.

En este momento todas las variables estan cuantificadas universalmente por tanto, para
comprobar la contradiccion es suficiente encontrar una contradiccion entre las formulas del
célculo proposicional que resultan de fijar de modo conveniente los valores de las
variables. Para ello basta ir resolviendo pares de clausulas que resultan de sustituir en los
predicados las variables de igual letra por constantes convenientes; si la resolvente es la
clausula vacia se ha encontrado una contradiccion y si no lo es, se afiade al conjunto de
clausulas disponibles y se continuan resolviendo pares de clausulas.

Veamos dos ejemplos simples para ilustrar este proceso; en el primero veremos como resolver
clausulas y en el segundo el proceso general.

Ejemplo 1.9.5

Supongamos que para una formula dada, despues de obtener su forma normal Skolem y
eliminar los cuantificadores, se llega a

(P(x,f(x),8) O (=Q(x) U-~Q(y) DQ(2) O =P(x,f(y).2)) UQ(b) T (~Q(a))
Haciendaz = a, pueden resolverse
(=Q(x) U-Q(y) 0Q(2) U~P(xf(y),2)) U (~Q(a))
obteniéndose
(= Q(X) U=Q(y) U~P(x,f(y).a))
Haciendoy = b, puede resolverse ésta anterior @) obteniéndose

(=Q() U=P(x,f(b),a))

Haciendax = b, se resuelve ésta cQfb) obteniéndose
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- P(b,f(b),a)
Haciendox = b, se resuelve ésta con la
P(x,f(x),a)
obteniéndosE.
Ejemplo 1.9.6
De las premisas,
"Todo trapecio es un cuadrilatero con dos lados paralelos".
"Dos rectas paralelas cortadas por una secante determinan angulos internos iguales”.
obtengamos la conclusion,

"Los angulos interiores determinados por una diagonal de un trapecio y las bases son
iguales”.

a b

d c

Sean T(x,y,u,v) : "Los puntosx, y, uyv determinan un trapecio de vértices
superiorex ey e inferioreau y v".

P(x,y,u,v) : "Larecta que determinan los puntos y es paralela a la recta que
determinaruy v".

E(x,y,z,u,v,w) : "El anguloll(xy? es igual al angulal(uvw)"
gue puestas en forma de formulas del calculo de predicados, son

Ao (Ox) (Hy) (Hu) (@v) (TGy,uv) - PXy,u,v))
Az o (0x) (@Qy) (Ou) [OV) (PXy,uV) - E(XYyV,uvy))
Az : T(a,b,c,d)

El proceso de inferencia es
(Aj0A, 0A3) O E(ab,d,c,d,b)

para lo cual negamos la conclusion y probamos que
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A, OA, OA; O-E(ab,d,c,d,b)
es decir
(@) [@y) (Hu) [Ov) (Txyuy) - PXy,uv)) O
0((@x) (@y) [@Au) @v) PXxy,uv) - EXyv,uvy)) O
0T(a,b,c,d) O-E(a,b,d,c,d,b)

aplicAndose ahora el método de resolucién para llegar a una contradiccion. Pasando a la
forma prenex conjuntiva se obtiene

1 2
Ox) (Oy) (Ou) (OV)(=T(X,y,u,v) dP(x,y,u,v)) O (= P(x,y,u,v) EfE(x,y,v,u,v,y)) 0
3) 4)
O0T(a,b,c,d) O-E(a,b,d,c,d,b)
La forma de Skolem es
(= T(xy,u,v) OP(X,y,u,v) O (=P(x,y,u,v) OE(XY,v,u,v,y)) 0T(a,b,c,d) O-E(a,b,d,c,d,b)
Haciendo la sustituciéxipora, y porb, u porcy v pord, la resultante de 2) y 4) es,
- P(a,b,c,d)
La misma sustitucion da como resolvente de 1) y ésta Ultima,
- T(a,b,c,d)
y la resolvente de esta ultima y 3) es una contradicion luego la conclusion es verdadera.
Todos los procesos anteriores de reduccion a la forma prenexa y de skolemizacién pueden ser

efectuados sobre los arboles sintacticos en lugar de sobre las formulas para lo que se necesitaria, y
es posible, desarrollar una serie de reglas de adaptacion de estos procesos. La ventaja que puedet
representar tener no es relevante, excepto cuando se tienen que renombrar variables o definir las
funciones de Skolem, lo que que efectuado sobre el arbol sintactico quedan mas sistematizados e
intuitivamente mas claros como ilustra el ejemplo siguiente.
Ejemplo 1.9.7

Si sobre la férmula

(dy) (= ((0x) (U2 P(xy,2)) - (0x) Q(x,y)) U (LX) (Ou) R(x,y,u)

se eliminan los referenciales, los conectorey - , hacemos que las negaciones afecten
s6lamente a atomos y aplicamos la conmutatividad, asociatividad y distributividad para
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reducir la matriz a forma conjuntiva, se obtiene

(Oy) (%) (() P(xy,2)) O (0x) Q(x.y)) O (LX) (Hu) R(x.y,u)

cuyo arbol sintactico es

LI
[x  Dx u
[ ‘Q P
Px/\y X Yy u
Xy z

En él queda claramente reflejado qué variables renombrar y qué variables cuantificadas
existencialmente dependen de qué variables anteriores cuantificadas universalmente. Por
ello, aplicando el proceso de renombrar y skolemizar, el arbol resultante es

O u
PN |
P X R
SN TN
f 'y g Q hyu
VAN
y y X'y X

que después de eliminar los cunatificadores universales da lugar a la forma Skolem

(P(f(y).y,a(y)) O Q(x,y)) O R(h(y),y,u)



52

Ejercicios

[.22.- Hallar la forma normal de Skolem de la formuta(A(x,y) — Oy(=B(X))

[.23.- Encontrar un contraejemplo @& Oy (Q(x,y) - P(y)) Ok Oy Q(x,y) O Oy P(y)

[.24.- Probar que el esquema logidoP(x) Ok Q(X) —» [X(P(X) 0 Q(X)) es incorrecto.

[.25.- El esquema légico que a continuacion se indica es incorrecto. Encontrar un contraejemplo.
P(a) O0x (P(x) - S(f(x))) DOx (SX) - P(f(x))) O {f(f(a)))

[.26.- Encontrar un contraejemplo de
~ X (P(x) DQ(x.a)) UOx (R(x) - Oy (Q(xy) OP(Y))) O X (=R(X)

[.27.- Demostrar que de

Ox (T(a,x) - G(x)) O ((Ox Oy T(x,y)) - (Ox G(x) OOx H(X)) OOx (G(X) - (Qy T(x,y))

1.28.-

[.29.-

1.30.-

[.31.-

se deducelx - H(X)) - (X = T(a,x))
Demostrar la validez del siguiente razonamiento:

Ox (A(X) - (B(X) - C(x)) O
OX (B(x) OD(x) (RE(X) O
DOx ((AKX) - C(x)) - (F(¥) - E(x))) O X(D(x) O-F(X)

Formalizar y demostrar el siguiente razonamiento: "Los hijos de los amigos de los
animales son amigos de los animales. Los amigos de los animales no maltratan a los
animales. Pedro es amigo de los animales. Juana es hija de Pedro. Por tanto, Juana no
maltrata a los animales".

Formalizar el razonamiento siguiente y demostrar su validez: "Todo alumno de la escuela
estudia informatica, ingenieria técnica o arquitectura técnica. Todos los que estudian
informatica tienen ordenador. Juan es un alumno de la escuela que no estudia arquitectura
técnica, ni tiene ordenador. Luego, Juan estudia ingenieria técnica".

Formalizar y demostrar: "Pedro es un ciudadano de Gerona. Pedro afeita a todos los
ciudadanos de Gerona que no se afeitan a si mismos, y solo a ellos. Por tanto, Pedro no
afeita a nadie".

[.32 .- Obtener una conclusién del conjunto de los siguientes argumentos

— Un hombre infeliz no es su propio jefe.
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— Todos los hombres casados tienen responsabilidades.
— Todo hombre o es casado o es su propio jefe 0 ambos.
— Ningun hombre con responsabilidades puede ir de pesca todos los dias.

1.10.- ALGEBRA DE CONJUNTOS.

Hemos visto como todo predicado sobre un referencial define un subconjunto de éste. Se llama
conjunto de lapartes de un referencidk al conjunto formado por todos los subconjunto&de
y se representa pB(E). Siempre se verificara

@OP(E) vy EOP(E)

Ejemplo 1.10.1
Los elementos del conjur®(@d) son
P(2) = {4}
con lo que
PF©Q) = {©0.{10}}
PE® @) = {0.{0}.{{0}}.{0.{2}}}

SeanP(x) y Q(x) dos predicados sobEey seamA y B los subconjuntos de
A = {xOE OP(x)} B = {xOE OQ(X)}
De las definiciones de inclusién de conjuntos e implicacion se deduce que
AOB = (OxOE) (P(X) - Q(X))

pues siA [ B, para todo elemento que verifiegx) se cumple que pertenecédduego segun la
inclusién pertenece tambiérBay, por tanto, hace verdadd€péx) con lo que se verifica la tesis del
teorema; reciprocamente XilA, verificaP(x) y, como el condicional es verdadero, también
verifica Q(x), por lo cuak[IB y, segun la definicion de inclusioh,[] B

De forma anéloga se prueba la equivalencia entre la igualdad de conjuntos y la equivalencia de
predicados

A=B - (OXOE)(P(X) - QX))

Asi, en particular, $h es un subconjunto no vacioBeun predicado que lo define es
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P(x) : "xOA"
o cualquier otro equivalente. Asi puede escribise{xJE [ x[A}.

La conjuncion, disyuncion y negacion de proposiciones permiten definir operaciones entre
conjuntos mediante las cuales construimos nuevos conjuntos. El conjunto

An B ={xOEOP(X) 0Q(X)}

se denominaonjunto interseccionde Ay B. Un elemento d& que pertenezca a esta
interseccion, es porque verifidd(x) £ Q(X)), y por tanto, verificd(x) y Q(X) es decir, pertenece a
los conjuntoA y B. Si un elemento no esté en la interseccidn es porque no veRfiga{ Q(X))

lo que significa que no verificB(X) 0 Q(x), es decir, no esta éfo B por lo que son equivalentes
los predicados

xOAn B « (xOA O xOB) xOAn B - (xOA O xOB)

relaciones que caracterizan a los elementos de una interseccién como los elementos comunes de
ambos conjuntos, lo cual es util para construirla cuando ambos conjuntos estan definidos por
extension. Si representamos los conjuntos mediante regiones planas, denothatadasas de

Venn, la interseccion sera la zona rayada en la figura

El conjunto
AOB ={xOE OP(x) O0Q(X)}
se llamaconjunto uniéndeAy B. Un elementxJE del conjunto unién sera un elemento del
referencial que verifica la proposicidoR(k) [ Q(X)) y, por tanto, verifica®?(x) o Q(x), 0 ambas,
luegox pertenece A 0 aB, o a ambos; por ello son equivalentes

xOAOB - (xOA O xOB) xOAOB - (xOA O xOB)

Representandd, B y E mediante diagramas de Venn, la unién seré la zona rayada en la figura
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El conjunto
A = {xOE O-P(x)}
se denominaonjunto complementariade A. Un elementox que pertenezca A sera un
elemento del referencial que verifica la proposicid?(x) y, por tanto, hace que(x) sea falsa,
luego,x no pertenece &; por ello

XOA < xOA XOA < xUOA

En un diagrama de Venn, el complementario esté representado por la zona rayada de la figura

7

Otras operaciones con conjuntos se pueden definir operando con los predicados que los definen.
El conjunto

A-B = {xOEOP(X) O-Q(X)}
se denomin@onjunto diferenciay, de acuerdo con los razonamientos anteriores verificara,
xOA-B = (XOA O xOB) xOA-B = (OA O xOB)
que en funcion de interseccion y complementario es
A-B=An B
La interseccion, union y complementario al estar definidas mediante la conjuncion, disyuncién y

negacion, tendran sus mismas propiedades, las mas importantes de las cuales estan en la Tabls
1.10.1.
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TABLA 1.10.1

Propiedades de la union, interseccion y complementario

Si A, By C son subconjuntos del referendial

1) (AY) =A
2)An A=A AOA=A Idempotente
A AnBnC=(AnB)nC 0O
0 Asociativa
AOBOC)=AOBOC O
NHANB=Bn A AOB=BUOA Conmutativa
5An (AOB)=A AO(ANB)=A Absorcién
6)An BOC)=(AnB)OANC) O
[ Distributiva
AOBnC)=AOB) n(AOC) O
7) AnB)Y=A'0B (AOB)=A'"n B De Morgan
8 AN D=0 ADD=A
99An E=A AOE=E
10AnA =0 AOA =E

La demostracion de cualquiera de estas propiedades se deduce directamente de la propiedad
analoga de la operacién entre proposiciones; asi, para demostrar

(AnB)=A0OB
supondremo# definido por el predicadaJA y B definido por el predicadal]B, con lo cual
(A n B)' viene definido por - (xUJA [ xCB)
A 0B viene definido por x(A) O-(xUB)
y basta tener en cuenta que, segun la propiedad 7) de la Tabla I.1.2, es una tautologia

(OXOE) (= (xJAOXOB) o (= (x0A) 0+ (x0B)))
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Y asi la analogia entre las propiedades de proposiciones y de conjuntos permite utilizar unas para
demostrar relaciones entre los otros.

Ejemplo 1.10.2

Vamos a utilizar una tabla de verdad para la iguald&d n 8)' = A [ B'. Para ello si
suponemos como antésdefinido por el predicadgJA y B definido por el predicado
x[B, con lo cual
(A n B)' viene definido por - (- (xUA) OxOB)
A B viene definido porxOA 0= (xIB)
y para probar la igualdad entre ambos conjuntos bastara probar la equivalencia entre ambos

predicados. Sk representa, no una variable, sino un elemento cualquiera del referencial,
XA y x(IB son proposiciones y la tabla de verdad del bicondicional

- (- (XOA) OXOA) « (XOAO=(xOA)

101 0 1 1 1 101
101 0O 1 1 110
010 11 1 0O 001
110 0O 1 0O 110
hace que- (- (xOA) Ox0OB) < xOA O-=(xOB) y por ello es una tautologia la formula

del calculo de predicados
(OXUE) (¢ (=P U0 QX)) < (P(x) U~Q(x))
gue demuestra la igualdad entre los conjuntos propuestos.

En lugar de tablas de verdad, que son impracticables en cuanto haya mas de cuatro atomos,
pueden utilizarse las propiedades transitiva del condicional y bicondicional y otras reglas de
inferencia para probar implicaciones y equivalencias entre predicados y, de ellas, deducir
inclusiones e igualdades entre conjuntos siguiendo el proceso de los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.10.3
Para probar la igualdad anterior
(A'n B)=A0OB

debemos demostrar que la formula
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(OXOE) (XO(A' n B) » xOAOB)

es una tautologia. Kirepresenta un elemento genérico del referencial, debemos probar
gue son equivalentes las proposiciones

xO(A'n B) - xOAOB
En efecto,

xOA'nB) =« xOA'nB < xOA OxOB =
= xOA O xOB' < xOAOB)
y por la propiedad transitiva del bicondicional, se verifica la equivalencia y, por ello, la
igualdad entre los conjuntos propuestos

Puede ocurrir que en el proceso de obtener la cadena de equivalencias anterior, alguno de los
pasos sea solamente de implicacion, en cuyo caso hay que construir otra cadena para establecer le
implicacion reciproca.

Ejemplo 1.10.4
Supongamos que utilizamos este procedimiento para probar la propiedad de absorcion
AOAnB)=A
razonando del modo siguiente

xDJAOANB) - xOA OxJANB) = xOA O (xJA OxOB) O
0 xOA OxOA < x0OA

donde los dos primeros pasos son de equivalencia y el tercero es solamente de implicacion,
ya que sk esta erA 'y enB, seguro que esta ény sin embargo no al reves, pues puede
haber elementos d& que no pertenezcanBa por ello, las propiedades transitivas del
bicondicional y condicional aseguran que
xOAO (An B) O xOA
por lo cual Unicamente podemos afirmar que
AO((ANB)OA

Para la inclusion reciproca debemos completar el razonamiento en la forma

xOA O (OA OXxOAnB) - xOAO(An B)
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con lo que
AOADO (An B)
gue con la inclusion anterior y la propiedad antisimétrica, demuestran la igualdad.
Las igualdades de la tabla 1.10.1 y la propiedad transitiva de la igualdad se usan con frecuencia

para probar igualdades entre conjuntos.
Ejemplo 1.10.5

Utilicemos este procedimiento para verificar la igualdad

(AOE)nAYO((BNnC)OA)=E
para lo que procedemos aplicando las relaciones mas apropiadas de la Tabla 1.4.1

AOBENnAOBNCOA) =
=(AnAOENA))ODBNCODA=@OADBNCOA =
=AO0(BNnC)ODA=BnNnC)ORIA=BnC)OE=E
Observemos que las propiedades de la Tabla 1.10.1, excepto la primera, son dobles y que la
parte derecha puede deducirse de la izquierda intercambiando
n por U @ por E
Por ello podemos establecer pnncipio de dualidadpor el cual a partir de cualquier igualdad,
consecuencia de las propiedades 2) a 10), es posible obtener una igualdad dual intercambiando

estos elementos; asi, por ejemplo, la igualdad dual de la del ejemplo anterior es

(An @)OA) N (B OC)nA=0

Ejercicios
[.33.- Dado el referenciak = {1,2,3,4,5,6,7,8,%,b,c,d,ef,g} y los subconjuntos
A={1,2 4,6, 8p,cdf} B={1,4,7,ad,qg} C={3,5,9,a ¢
hallar

a) AOB,BnC, AOBOC,AnC, AnB)nC
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by A, AOUB), AnC) ,P(C),PANnC

[.34.- Para los conjuntoa = {1, 2, 3, 4} yB = {3, 4, 5} hallar
PA),PB),PANPOB),PALCPB),PANnB YPALB)
[.35.- SiA, B, C son subconjuntos de un mismo referencial, entonces
A'nBnC =B-A)n (A-B) n (C-B)' n C".
1.36.- SiA, By C son subconjuntos de un referencial, expresar
((AO B)-(B-C)) O B-(An C)
como union de intersecciones.

[.37.- Demostrar qu® (A n B) =P (A) n P(B)
1.38.- Dado el referencidt, demostrar las siguientes identidades:

a) AOUE)n (An0O)=0
b) (AUE)nA)O(BNnC)UA) =E

[.39.- Obtener los resultados duales 4en(B) A LDB' =E ydeAO(A'nB)=A0B
1.40.- Sobre el conjunto de las partes de un referencial

a) Demostrar la equivalencix Y < P(X)OP(Y)
b) Demostrar el teorem®(E) =P(F) - E=F
c) ComparaP(En F)conP(E) n P(F)yP(EOF) conP(E) D P(F)
[.41 .- Sean las parteAy B de un cierto referencidd; estudiar si son ciertas o no las siguientes
igualdades:
a) P(An B)=P(A) nP(B)
b) P(AOB)=P(A) OP(B)
c) P(A-B) =P (A)-P(B)

[.11.- EL PROCESO DE DEMOSTRACION EN MATEMATICAS

Veamos como estructurar de manera general procedimientos que en una ciencia deductiva
permiten obtener unos resultados a partir de otros. La Matemética, como cualquier otra ciencia,
intenta describir y probar proposiciones verdaderas sobre los objetos de los que trata y asi, la
Geometria intenta establecer resultados o propiedades que verifican las rectas, las circunferencias,
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..., etc, la Aritmética busca propiedades verificadas por los nimeros primos, los divisores de un
namero, y otras.

Nos detendremos en el proceso de obtencidon de estos resultados. Ante todo, habra que
establecer los objetos matematicos sobre los que se trabajara, mediante definiciones basadas er
otros objetos anteriores, cuyas definiciones se basaran en las de otros objetos, ..., etc. Tenemos asi
un proceso de regresion que, como no puede ser infinito, tendré que finalizar en unos objetos
iniciales a partir de los cuales pueden definirse los deméas pero cuyas definiciones no podemos
construir; a estos les denominaremasgiones primarias

Ejemplo 1.11.1
La definicion de triangulo
"Un triangulo es una parte de plano interseccion de tres semiplanos”
necesita de la definicion de semiplano
"Un semiplano es una de las regiones en que una recta divide un plano”
gue se basa, a su vez, en las nociones primarias de recta y plano.

La obtencién de propiedades verdaderas sobre los objetos, es decir, los resultados de la teoria,
es un proceso que se denomina demostracion y que se fundamenta en las reglas de inferencia: a
partir de un conjunto de premisas, propiedades ya demostradas, es necesario establecer una
conclusion, una nueva propiedad. Ahora bien, de forma analoga al proceso de definicion de los
objetos, si para demostrar una proposicién nos basamos en proposiciones anteriores, deben existir

unas proposiciones primeras que sean la base del proceso deductivo. Estas proposiciones primeras
reciben el nombre daxiomas

nociones definiciones _
| objetos
primarias
inferencia ]
axiomas propiedades

El conjunto de nociones primarias, axiomas y cada una de las propiedades que se van
estableciendo se denomiteoria. Una teoria en principio consta de las nociones primarias,
objetos y axiomas sobre ellos. Mediante un proceso deductivo, utilizando las reglas de inferencia,
se van obteniendo propiedades, es decir, resultados verdaderos sobre los objetos, cada una de las
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cuales va ampliando a su vez la teoria. En una t@oiegaobtencion de un resultado a partir de
otrosH,, H,,..., H,, se denomin@emostracion se escribe

T
HyHo...H, I— T
decimos qud se deduce dd4, H,,...,H,, y significa que es correcto el esquema logico
H, OH, O...0OH, Oaxiomad otras propiedades 8n [1 T
A pesar de su estrecha relacion, este proceso difiere del de inferencia en que en él las premisas se
consideran verdaderas, por lo cual la conclusién se propone como verdadera; sin embargo en la
inferencia la conclusion es verdadera, si lo son las premisas, pero sin afirmar, de hecho, la

certidumbre.

De las reglas de inferencia veamos cuales son las mas usuales en el razonamiento matematico y
el tipo de demostracion a que dan lugar.

1) El Modus Ponendo Ponens
POP-Q) O Q

permite establecer la siguiente demostracion

P.PO0 Q - Q
gue constituye la llamad#&mostraciéon directa
Ejemplo 1.11.2
Sedl la geometria de Euclides, en la que a partir de sus axiomas hemos podido establecer
varias propiedades que son consecuencia de ellos. En particular supongamos ya

demostrado que

P: "Los angulos interiores que una recta determina al cortar a otras dos paralelas
son iguales".

y queremos deducir el resultado

Q: "La suma de los &ngulos de un triangulo es un angulo llano".

C

2
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Si por el vérticeC trazamos una rectgparalela a la rectAB tendremos que, conf®es

verdadera
U1l =0A g2 =0cC 03 =0B
ademas de
01 +02 + 03 = &ngulo llano
por lo que

OA+ B + OC = angulo llano

esdecirP 0O Q, luego se verificaQ .

2) Alaregla de inferencia que hemos llamado Disyuncion

(P-QU0(-P-0Q) 0 Q
va asociada la demostracion

PO Q,(-P0 Q F-Q

gue se denomindemostracion por disyuncion de casos

Ejemplo 1.11.3

SeaT la teoria de conjuntos en la que se verifican todas las propiedades estudiadas hasta
ahora y en la cual queremos demostrar el nuevo resultado

Q: AUANB)I(AnB)
Seax un elemento cualquiera #deEste elemento, con respectB, aerificara
P "xtB"
xOB O xOAnB O xOAnBYO(AnB) O AO(ANB)OAN B
o0 bien
-P: "xUIB
xOB O xOAnB O xJAnB)O(ANB) O AO(ANB)IAN B)

luegoP y =P implicanQy Q queda demostrado.



64

3) Alaregla de inferencia

ePO(CPU-Q -C) U Q

va asociada la demostracion, llamatanostracion por reduccion al absurdo

P.(P0-QO0¢c) P Q

es decir, si en una teoffatenemos un resultado cierto cualguieraqueremos demaostrar
otro Q, basta probar que si suponemd3, se obtiene una contradiccion.

Ejemplo 1.11.4

4)

SeaT lateoria de nimeros, en la que ya se ha establecido la propiedad

P: "Si un nimero no es primo, es expresable como producto de nUmeros primos
menores que él".

Se trata de probar que
Q: "El conjunto de nimeros primos es infinito".

Supongamos: Q, es decir, el conjunto de numeros primos es finito; sean., p,. El
namero

a=pg....pptl

es mayor ques,..., p,, luego no es primo y segisera expresable como producto de
nameros primos menores que él; sin embargo, la igualdad anterior expresaaes
divisible por ningn nimero primo, pues al dividirlo por cualquiera de ellos se obtiene de
resto 1, lo que es una contradiccion. Segun el esquema de demostracién por reduccion al
absurddQ es verdadero.

Segun propiedades de formulas del calculo de predicados, se verifica que
~((OxUE) (P - Q(X) = (IXUE) (P(x) U-Q(X)
De aqui resulta el proceso de deduccion utilizado para demostrar que una formula
OxUE) (P(¥) -~ Q(x))
no es una tautologia, denominademostracion por contraejemplgegun el cual

basta hallar un elemengodel referenciak para el qud®(a) sea una proposicion verdadera
y Q(a) una proposicion falsa.
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Ejemplo 1.11.5
Sobre el conjunto de los nimeros entetpsean
P(X): "x es mdltiplo de 6" Q(X): "x es multiplo de 9"
para demostrar que es falso que
(OxOZ) ((x multiplo de 6) » (x maltiplo de 9))
basta encontrar un solo numero entero, p.ej. el 42, que verifica
(42 es multiplo de 6) (42 no es multiplo de 9)
5) Otro procedimiento de demostracion, denominddmostracion por inducciorse
fundamenta en la siguiente propiedad del conjdintie los nimeros naturales:
"SiM es un conjunto tal que
(MON) O (1OM) O (OnON) (nNOM > n+10M)
entoncesM =N"
Por lo cual si queremos demostrar una cierta propiedad que pueda expresalBgromo
siendon una variable que toma sus valores en el conjbhte los nimeros naturales,
construimos el conjunto
M = {nON OP(n)}
y debemos probar qud verifica la tres propiedades anteriores, de las que concluimos que
M =N, es decir, que la propied&dks verdadera para todo niumero natural.

Ejemplo 1.11.6

En la teoria de los nimeros naturales queremos demostrar que

3 2
n®* n? n
1°42% n?= " + 4+

3 2 6

para lo cual definimos el conjunto
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3 2
n n n
M={nONDOL%+2% . +n?=" + 1 + )

3 2 6
gue verifica

a) M O N, por definicion dev

b) 10OM pues 2= + 1 4
c) SinOM , entonces 1%42%+ _4p2="1 00

y sumando a ambos miembras+1)?

2 .2 n® n%? n
17+27+ ... ++n2+(n+1)2 =+ —+ — +(n+1)2

3 2 6

de donde haciendo operaciones se obtiene

_ (1) (n+1f | (n+1)
3 2 6

1242%+ .. +(+1)

por tanto n+10M y, segun lo anterior, d = N y la propiedad es verdadera para todo
namero natural.

Ejercicios

1.42.- Demostrar por induccion sobre los naturales la igualdad

[.43.- Demostrar por el método de induccion

1,1 1 _ n
D 12723 i) T ()

1,2,3 4 +h-p_nt2
b)2 2ot o 2 on
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c) 12+32+ .. +(h+1)y2 = (n+1)(21;1)(21+3)

d) B3+33+ . +(1+1)3 = (n+1)2(2n2+4n+1)
e) n(n2+5)=6

f) 2">n

[.12.- OTRAS LOGICAS

La Légica presentada hasta ahora es fundamentalmente una herramienta para modelar los
procesos del razonamiento deductivo y, como tal, es una aproximacién a la realidad del
pensamiento humano, que es mucho mas rica y compleja. Al usar el lenguaje natural para explicar
historias, intuiciones o comunicar ideas, las personas usan metaforas, comparaciones, puntos de
vista particulares, juicios de valor,...etc, sin analisis, calculos o demostraciones. Por ello, la l6gica
informal que se utiliza en las conversaciones, en las argumentaciones cotidianas o en la narrativa
literaria es mas difusa y antropocéntrica que la l6gica formalizada que se emplea en las deducciones
cientificas y en la construccion de demostraciones matematicas.

La utilizacion de relaciones entre objetos, conectores, cuantificadores y diversas reglas de
inferencia da lugar a un sistema logico, la l6gica de predicados, que permite formalizar cualquier
razonamiento matematico. Pero a diferencia de las matematicas y de la légica de predicados, la
imprecision del lenguaje natural hace que formalizar una frase pueda ser un asunto dificil debido a
la austeridad del lenguaje formal que, artificialmente, se restringe al conjunto de proposiciones que
pueden formarse con los conectores, las variables, los cuantificadores y los predicados de relacion.
Una cosa tan simple como un articulo indeterminadona puede tener mas de una interpretacion
ya que, por ejemplo, el razonamiento: "Un gato necesita agua para vivir, luego rMagato
necesita agua para vivir' no es en absoluto equivalente al: "Un perro ladra en el patio, luego mi
perroYakladra en el patio”, aunque ambos tengan la misma forma. El sencilloseedsopuede
traducir a la l6gica formal de diferentes maneras ya que, por ejemplo, en "Don Quijote es Alonso
Quijano" dondeesindica identidad, en "Don Quijote es excéntrico" dordéene funcion de
predicado X tiene la propieda®), en "El hombre es mortal" dondsindica inclusién (para todo
X, Si x tiene la propiedad de ser hombre, entonces tiene la propiedad de ser mortal) o en "Es un
hombre nervioso" dondesindica existencia (existe un hombre con la propiedad de ser nervioso).

Por ello, otras légicas deductivas abordan aspectos no considerados ni en el Calculo de
Proposiciones ni en el Calculo de Predicados y son una completacién en dos direcciones: unas
amplian los lenguajes de ambos célculos pero conservando la validez de las construcciones y
resultados, como hacen la légica de predicados de orden superior, la lI6gica de clases y relaciones,
la I6gica de predicados con identidad, la I6gica modal y la l6gica temporal, y otras invalidan algunas
leyes, como hacen las l6gicas multivaloradas y la l6gica difusa. Sobre ellas vamos a tratar en esta
Seccion dando una vision general de ellas y con mucha menos extension que en las logicas de
proposiciones y predicados.
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Logica de predicados de orden superiarLa logica de predicados desarrollada antes
puede ser considerada de primer orden frente a una légica de segundo orden que considere los
predicados como variables, que pueden ser cuantificadas; por ejemplo, si decimos

"Todos los chinos comparten algin rasgo comun”

y definimos los predicado§(x): "x es chino" yR(x): "X tiene el rasgd”, puede expresarse
mediante la formula

(CR) (0x) (C(x) -~ R(X))

en la que hemos considerado el predicRdmmo una variable afectada por el cuantificador
existencial. A su vez los predicados que se refieren a propiedades pueden ser considerados como
variables, y ser cuantificados, en lo que sera una légica de tercer orden y asi para otras de orden
superior que pueden servir para muchos enunciados del lenguaje. Estas l6gicas de orden mayor que
uno tienen la virtud de ser amplias y el defecto de que son inconsistentes y dan lugar a paradojas.

Logica de clases y relaciones€s otro modo de presentar la l6gica de predicados de un
modo mas cercano a la teoria de conjuntos. Parte del concepdsatmmo una entidad abstracta
gue designa todos los objetos que comparten una propiedad. ES muy semejante a un conjunto que
es algo mas concreto, pero comparte con ellos las mismas operaciones de union interseccion y
complementario. El alfabeto de la l6gica de clases esta formado por letras que designan clases, los
simbolos de la teoria de conjuntos y los conectores y con ellos se construyen las férmulas bien
definidas. Asi para el esquema deductivo

"Todo hombre es mortal. SOcrates es hombre, luego Sécrates es mortal”
puede ser representado por una formula del tipo
((HO M) O(sOH)) - (sm)

dondeH representa a la clase ser hombid v la clase ser mortal. De hecho la logica de clases
equivale a la légica de predicados de una variable. Los predicados en mas variables vienen
representados por laslaciones Asi un enunciado como

"Maria es hija de Juan y Mercedes"

se refiere a la relacion "ser hijo de..". Las relaciones se representan mediank [@trasque
forman parte del alfabeto de esta l6gica.

Logica de predicados con igualdadAmplia el alfabeto de la I6gica de predicados con el
signo de igualdad "=" que puede leerse indistintamente de varios modos: "es igual a", "es idéntico
a", "es lo mismo que",... Si, en principio, la igualdad no es mas que un predicado con dos
variables, tiene una importancia especial pues con él, 0 su negacion, pueden expresarse

cuantificaciones numéricas como "existe un gaae verifica la propiedad’

(Ox) @) (P() OPY)) ~ (x=Y))
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Para el proceso deductivo con la igualdad se definen unas reglas de inferencia adicionales, que
proceden de las propiedades béasicas de la igualdad y ademas se establecen unas reglas especifice
para sistematizar el proceso de resolucion con igualdad.

Logica modal. Si P es una letra proposicional, junto a enunciados del Bpes"verdadera” o
"P es falsa", existen expresiones como "es necesari®'jo€'es posible que”. En la logica
modal tales expresiones se escriben

"es posible qué" : OP
"es necesario que": P

gue se afiaden al alfabeto de la l6gica de predicados para crear férmulas en las que intervienen estas
expresiones.

Logica temporal. En ella la interpretacion de una formula depende del instante introduciendo
dos predicados temporales

F(A) : "A sera verdadera en algun instante futuro”
P(A) : "Afue verdadera en algun instante pasado”

a partir de los que pueden expresarse otros cénsera verdadera en todo instante futuro’Ao "
fue verdadera en todo instante pasado" y predicados de precedencia t&(hptoyaverdadero si
t, <t, yfalso sit; = t,.

Logicas multivaloradas. La logica clasica es bivalente, es decir, toda proposicion es
verdadera o falsa, con exclusion. Si asignamos mas valores de verificacion tendremos logicas
multivaloradas. Asi, en una ldgica trivalente toda proposicion puede ser 1, verdadera, 0, falsa o
1/2, ni verdadera ni falsa. Pueden definirse las tablas de verdad para los conectores y las reglas de
obtencion de valores 1, 0 0 1/2 en la interpretacién de cualquier formula. Obviamente puede
generalizarse el proceso y construir l6gicas multivaloradas, en las que los valores de verificacion
son elementos de un conjunto finito. En ellas no se verifican ni el principio de no contradiccién, ni
el del tercio excluido, ni muchas tautologias de la l6gica bivalente, e incluso los conceptos de
tautologia y contradiccidn tienen que ser sustituidos por cuasi-tautologia, cuando la férmula no
toma el valor falso en todas sus interpretaciones o cuasi-contradiccion cuando nunca toma el valor
verdadero.

En principio una l6gica multivalorada es mucho mas poderosa que la logica bivalente para
expresar valores de verdad graduados. Sin embargo, es insuficiente para modelar otros valores de
verdad que se usan en el lenguaje natural, tales como "no completamente”, "casi”, "mas o
menos",... De hecho ninguna légica con valores de verdad pertenecientes a un conjunto finito sera
capaz de hacerlo. Por ello se han creado logicas con infinitos valores de interpretacion, como son la
l6gica probabilistica y la lI6gica difusa.

Si los valores de verdad que se atribuyen a una proposicion o a una formula son elementos del
intervalo [0,1] tenemos una logica probabilistica, en la que los conectores se corresponden con
operaciones con probabilidades. Por ejemplo a la proposicion "al tirar un dado sale un cinco” le
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atribuimos el valor de verdad 1/6 y a su negacién "al tirar un dado no sale un cinco" le corresponde
un valor de verificacion de-1/6.

Otro tipo de légica no finita, importante por su creciente nimero de aplicaciones es la logica
difusa, que no sdlamente es una légica con infinitos valores de verdad sino que considera que estos
mismos valores pueden ser imprecisos. Por ejemplo, a la proposicion "la l6gica es una ciencia
dificil"' no puede atribuirse un valor de verdad, aunque sea de un conjunto infinito, pues en ella
interviene un término impreciso como es "dificil". Esta logica se basa en el conceptojdato
difuso en el que no existe un criterio que determine exactamente un limite entre la pertenencia o0 no
pertenencia de un elemento al conjunto. Un conjuto difuso se define asignando a cada elemento un
valor entre 0 y 1 para designar su grado de pertenencia al conjunto. Por ejemplo para el conjunto
gue represente el concepto "dia templado” pueden asignarse grados de pertenencia tales como 0
para cualquier dia en el que la temperatura maxima sea igual o menor que 5°C, 0.3 si la temperatura
oscila entre 5°C y 15°C, 1 si la temperatura oscila entre 15°C y 25°C,.... Con mas precision, dado
un referencial, un subconjunto difus@ deU es un conjunto de pares formados por un elemento
deU y su imagen por una funcién de pertenencialJden el intervalo [0,1]. Sobre este tipo de
conjunto se extienden las relaciones de igualdad e inclusion y las operaciones unién, interseccion y
complementario. En una légica fundamentada en este tipo de conjuntos, los valores de verdad son
conjuntos difusos dentro del intervalo [0,1] existiendo como posibles valores de verdad
expresiones como "muy cierto", "bastante cierto", "algo falso"... con lo que una proposicion sera
muy cierta, bastante cierta, algo falsa,... no con caracter absoluto sino con ciertos grados de
pertenencia. Si en la logica clasica los predicados son concretshdmbre”, X es mortal”, "X
es menor qug",... en la logica difusa son no concretos, comes joven", X esta proximo g"

y en ella se admiten cuantificadores difusos como "existen muchos", "la mayoria de"... La logica
difusa incluye como casos particulares a todas las demas légicas y es muy apropiada para la
representacion del conocimiento humano expresado mediante el lenguaje natural, en el que a veces
la imprecision o la ambigiedad son mas deseables que la precision.
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EJERCICIOS DE RECAPITULACION

Obtener la forma normal conjuntiva de la formula proposicional
-(((A-B)IB--C) - (AOB) - C)I(C - D)5
Encontrar un contraejemplo de

(-AOE - =P0-Q) O(=EOD - -BOP)J(=-BO-P - -COQ) O
0 COD - -BOA

Demostrar que la conclusion es una consecuencia de las premisas dadas: "Si el reloj esta
adelantado, entonces Juan lleg6 antes de las diez y vi6 salir el coche de Andrés. Si Andrés
dice la verdad, entonces Juan no vi6 salir el coche de Andrés. O Andrés dice la verdad o
estaba dentro del edificio en el momento del crimen. El reloj esta adelantado, por lo tanto
Andrés estaba dentro del edificio en el momento del crimen”.

En el razonamiento: "Si Juan es mas alto que Pedro, entonces Maria es mas baja que
Raquel. Maria no es més baja que Raquel. Si Juan y Luis tienen la misma altura, entonces
Juan es mas alto que Pedro. Por lo tanto Juan y Luis no tienen la misma altura”, ¢es la
conclusion una consecuencia de las premisas dadas?.

Demostrar que

(R- (PO-Q)0(-S- (~-TOU)O~(SO-R O(T - (SO-U)) O
0 (TO-U) -~ (POQ)

Formalizar y demostrar: Duermo o navego por internet o no tengo hambre; cuando como,
tengo sed y no tengo frio; cuando tengo hambre, no duermo y no navego por internet;
cuando no duermo, como; por tanto, cuando tengo hambre y no navego por internet, tengo
sed.

Para los simbolos y significados siguientes:

a: Alberto

b: Berta

G(X): x es generoso
H(X): x es honrado
T(x,y): X trata cory

a) dar interpretaciones linguisticas a:
ad)x (T(a,x) - G(x))
a5) Ox Oy T(xy)) - (Ox G(x) O DOx H(x)
a6) Ox (G(x) - (Qy T(x,y))

b) formalizar:
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[.51.-

1.52.-

[.583.-

1.54.-

[.55.-

[.56.-

1.57.-

[.58.-

[.59.-

b1) Alberto trata solo con la gente que trata con Berta
b2) Berta no trata con nadie que no sea honrado
b3) Todos tratan con la gente honrada

Utilizando los predicado®(y): y es politico,A(x,y): X aprecia ay, formalizar el
razonamiento: "Todo aquel que no aprecia a ningun fanatico, no aprecia a ningun politico.
Hay algun politico que es apreciado por alguien. Por tanto, hay algun fanatico que es
apreciado por alguien”.

Formalizar: "Lancelot no quiere ninguno de sus amigos. Los amigos de Lancelot odian a
todos aquellos a los que Lancelot quiere. El rey Arturo es amigo de Lancelot. Lancelot
quiere la reina Ginebra. Por tanto, el rey Arturo odia la reina Ginebra". (Observacion:

considerar que odiar y querer son opuestos uno del otro.)

Averiguar si son correctas las siguientes implicaciones

a)~Q(s) UIx (P(¥) - QX)) T —~P(s)
b) Q(s) D Ux (P(x) » Q(x)) O P(s)
¢) P(s) X (P(x) ~ QX)) O Q(s)
d) =P(s) DX (P(¥) —~ Q(x)) O =Q(s)

Demostrar la invalidez del siguiente razonamiento:
X (P(X) DAX)) OOx (P(X) - G(x)) OIX (P(x) O-AX) O Ox (AKX - G(x))
Demostrar que no es cierto que de las premisas

Ox (A(x) OB(x) - ((C(x) OD(X)) DE(X) ~ F(x)))
(X (B(x) U-~A(X)
Ox (D) ~ F(¥) U=~G(x) - B(X)

se deducéX (C(x) - G(x))

Averiguar si de las premisasx (A(X) - = B(X)) y [X (B(X) - —C(x)) se puede concluir
quelx (=B(x))

Demostrar que la formulax (= Oy (Q(y) O R(x,y)) - - Oy (P(y) O S(x,y)) implica la
formula Cx Oy (S(xy) U Oy (R(xy) - =Q(y)) - =P(y))

Demostrar que el esquema Idgico que a continuacion se indica es correcto:

Ox Oz ((P(x,2) Oy (Axy) UP(y.2)) -~ A(x,2)) U
0 Oy (k Lz (P(xy) UP(y,2) OP(x,2)) - Aly.y))

Demostrar la validez o la invalidez del razonamiento siguiente:
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[.65.-

1.66.-
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X (P(x) OL(X)) DX (L(x) O=9(x)) O X (=Sx) OP(x))
Formalizar y demostrar si es cierto que: "Los ricos y las personas con buen corazén
ayudan a los pobres. Los ladrones que no tienen buen corazén son ricos. Joaquina es
pobre, Enrique es un ladron y Nieves tiene buen corazon. Por tanto, Nieves y Enrique
ayudan a la Juaquina”.

Un periodista hizo un reportaje de una fiesta de disfraces con las siguientes declaraciones
acerca de los invitados:

— Todas las mujeres llevaban peluca y ningin hombre llevaba sombrero.

— Todo el que en la fiesta llevaba peluca era hombre y cada hombre llevaba un
paraguas pero no un bastén.

— Todo hombre que llevaba un paraguas llevaba un sombrero, un bastén, o ambos.
¢, Puede deducirse alguna conclusion ?.
Averiguar la validez o invalidez de los siguientes razonamientos:
a) Un libro es interesante solo si esta bien escrito; un libro esta bien escrito sélo si
es interesante; por tanto, todo libro es interesante y bien escrito si es una de las dos

cosas.

b) Los acidos y bases son compuestos quimicos; el vinagre es un acido; por tanto,
el vinagre es un compuesto quimico.

c) No hay ningun diplomatico que sea extremista, pero hay fanaticos que si lo son;
por tanto, hay diploméaticos que no son fanaticos.

Dado un referencidt, ALUE, BUE,S;=An B, S=A'nB, $=AnBYyS§=A"
n B, demostrar que5; 0 S, 0 S0 S, =Eyquellilj (i#j O §n §=0)

Demostrar que

a) P(A-B) # P(A)-P(B)

b) AOB)nB'=A « AnB=0
SeaE un conjunto referencial y e (E) consideramos la ecuacigh ] X = B. Hallar
una condicion necesaria y suficiente para que tenga solucion y en esta situacion, resolverla.
Lo mismo paraA n X =B.

Simplificar los conjuntos

(AnB)n (A'n B
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(AnBnC)O(ADB)OC

(An (AOB)O(Bn(BOC)DOB

(AnB)OAnNnOUOAXnY)O((ANnB'NnOQOANXnY)O(A'nBNY))

[.67.-

1.68.-

1.69.-

[.70.-

[.71.-

Simplificar las expresiones
a) (AOB)IC)NA)N(BIC) N (B'nCYIA)
b) (AOBYNnC)n BO(ADOB))) O ((An B)OA)
) (AnB)nC)O((AnB) nC"YI(A N B)
d An(BnCY))I(ADTB)OC)
Demostrar las siguientes igualdades:
a) A-(BUC)D(BNC)-A)=(Bn C)~(An B)) 0 ((A-B) n (A-C))
b) C-(B-A)=(An Bn C) O (C-B)
Averiguar si es cierto o no que

a) AOB)O(AOC) O BOC

b) (AOB)O(AODC OANBO(ANC) O BOC
) A-BnC)=(A-B)O(A-C)

d A-B-C)=(A-B)OC

SiAvy B son dos subconjuntos de un referengjalemostrar que

a) AnBYOANNB) =0 O A=B
b) AnB)O(ANB)=B O A=0

) AOB)nB'=A = AnB=0

d AOB=AnB - A=B

e) AOB=A - AOB

i) AnBY)O(A NB)=AOB = AnB=0O

SeanA, By C tres partes de un referenciaho vacio. Se define como diferencia simétrica
entre dos partesy B a la operacion

AAB=(AOB)-(An B)
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Demostrar las siguientes igualdades:

a) AAB = (A-B) O (B-A)
b) AAB=BAA

c) AAA=C

d AAE= A

e) AAB=B o A=0

fy AAB=AAC - B=C

[.72.- Demostrar por el método de induccion que

a) 3™+9 es multiplo de 10.

b) 9""1-8n+55 es muiltiplo de 64.

c) Las potencias de 12890625 terminan en estas mismas ocho cifras.
d) 13+23+33+.. .43 = (1+2+3+....0)2

e) 2+214+22+  +2-1=2_1
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