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Proélogo

Este libro es una Monografia sobre perturbacion espectral de matrices complejas cua-
dradas; es decir, analiza la perturbacién que experimentan los objetos espectrales (valores
propios, forma canénica de Jordan, subespacios invariantes) de una matriz cuadrada cuando
los elementos de esta matriz sufren ligeros cambios. También pretende ser un libro de texto
que sirva de complemento a los profesores y estudiantes de Algebra Lineal, Anélisis Matricial
y Teoria de Matrices de las Escuelas de Ingenieria y de las Facultades de Ciencias.

No sabriamos enfatizar lo suficiente que el alma de la Teoria de Matrices estd en las
transformaciones elementales en las lineas de una matriz que conservan alguna propiedad
de la matriz. Una matriz no es sélo la representacion de una aplicacién lineal entre espacios
vectoriales; para un ntmero creciente de disidentes matematicos una matriz es un objeto
mucho mas rico, lleno de propiedades combinatorias que, por regla general, sélo se perciben
a ras de tierra. De este modo, al lector que conozca la forma candnica de Jordan de una
matriz A mediante construcciones geométricas (subespacios propios, cadenas de Jordan, etc.),
le avisamos de que es conveniente que estudie una deducciéon de esta forma a través de
transformaciones elementales en la matriz caracteristica AI — A. Para ello, se hallan los
factores invariantes de AI — A pasando por transformaciones elementales de esta matriz a
su forma canoénica de Smith. Después por factorizacion de estos polinomios en polinomios
irreducibles se hallan los divisores elementales.

La idea esencial de la metodologia empleada en este libro consiste en expresar los invarian-
tes enteros (por ejemplo, los 6rdenes de los bloques de Jordan) de la relacion de semejanza
de matrices mediante los rangos de determinadas matrices. Por eso, el enfoque cambiara de
la consideracion de la caracteristica de Segré de una matriz (i.e. los 6rdenes de sus bloques
de Jordan) a analizar la caracteristica de Weyr (su dual), que es expresable directamente por
medio de rangos de matrices.

El rango de una matriz A aumenta o se mantiene al perturbar ligeramente sus elementos.
Ademaés, todo nimero entero permisible mayor o igual que dicho rango es alcanzado como
rango de matrices que estan tan préximas a A como se quiera. De estos dos hechos simples
se deducen los teoremas principales de esta monografia. Estas son propiedades cualitativas
que sélo dependen de la topologia del espacio de las matrices. Si miramos a este espacio
como espacio métrico, dotado de la distancia inducida por la norma espectral o la norma de
Frobenius, resulta que la distancia de la matriz A a la matriz més proxima cuyo rango sea
inferior al de A es igual al menor valor singular positivo de A. De aqui se deducen precisiones
cuantitativas de los resultados cualitativos antes mencionados.

El Capitulo 1 trata un caso especial, que sirve de introduccién a toda la materia del
libro; a saber, se estudia como varia la forma canodnica para la relaciéon de equivalencia entre
matrices complejas rectangulares que considera equivalentes dos matrices si tienen el mismo
rango.

El libro supone ciertos conocimientos bésicos de Teoria de Matrices. Para comodidad
del lector nos referiremos a los libros de Lancaster y Tismenetsky: The Theory of Matrices
with Applications, Second Edition [41], Horn y Johnson: Matriz Analysis [37], Golub y Van
Loan: Matriz Computations [32] y de Gohberg, Lancaster y Rodman: Invariant Subspaces of
Matrices with Applications [31]. No obstante, los apéndices resumen la informacién principal
que se precisa y el libro puede ser leido por un estudiante de tercer curso ya que requiere

VII
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la madurez matematica alcanzada por dos anos de contacto con las matematicas de nivel
universitario. Solamente, los capitulos 9 y 10 requieren conocimientos de espacios topoldgicos
y funciones de una variable compleja que van algo mas lejos de las definiciones. También
requiere saber algunas cosas de topologia la Seccién 1.6 del Capitulo 1. El libro se ha escrito
pensando en el tipo de lector “saltamontes”, que va de aqui para alld buscando lo que le
interesa. Por ello, no es preciso haber leido todas las paginas previas para entender el tema
que importe. Se ha tratado de facilitar la accesibilidad a cada capitulo, e incluso a cada
seccién, sin que haya la necesidad de haber estudiado el material precedente del libro. La
naturaleza “elemental” de las cuestiones tratadas lo permite; grosso modo sélo se precisa
conocer la suma y multiplicacién de matrices, las propiedades de los determinantes, las raices
de un polinomio y poco mas.

Nuestra experiencia durante afios en la consulta de bibliografia de Algebra Lineal y Teoria
de Matrices nos ha permitido observar la referencia casi obligada al libro Théorie des Matrices
[28],[29] en dos tomos de Felix R. Gantmacher, en todo articulo o libro sobre este tema. Séanos
consentido, pues, rendir homenaje a este libro importantisimo, y que lo hagamos extensivo
al libro de Richard E. Bellman Introduction to Matriz Analysis [10]. Ambos libros tuvieron
una influencia decisiva en el autor desde sus afnos de estudiante.



Notaciones

[a], clase de equivalencia de representante a en un conjunto E dotado de la relacién de
equivalencia ~, pagina 1

a :="b, a es por definicién igual a b, pagina 1
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CP*4 el espacio de las matrices complejas px g, donde ¢ y ¢q son enteros positivos cualesquiera,
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Capitulo 1

Matrices con igual rango

Este capitulo trata de compendiar el libro en su conjunto, mediante la consideracién de
un caso mas sencillo que el estudio de la perturbacién de la forma canénica de Jordan. Esta
es una forma canonica para la relacion de semejanza de matrices cuadradas. En cambio ahora
veremos cémo es afectada la forma candnica para la relacion de equivalencia entre matrices
rectangulares que considera equivalentes dos matrices si tienen el mismo rango. Usaremos el
signo igual para una definicién o asignacién mediante la notacién de Rutishauser. Asi pues,
a := b se lee “a es por definiciéon igual a b”.

1.1. Invariantes de una relaciéon de equivalencia

Recordemos que una relacién binaria ~ definida sobre una conjunto cualquiera E se llama
relacion de equivalencia si cumple las propiedades

reflexiva: a ~ a para todo a € F,
simétrica: sean a,b € E | si a ~ b, entonces b ~ a,
transitiva: sean a,b,c € E,sia~ by b~ ¢, entonces a ~ c.

Sea F un conjunto con una relacién de equivalencia sin. Sea s € E. Llameremos clase de
equivalencia de a al subcojunto de los elementos de E equivalente a a, y lo denotamos por
[a].

Se llama invariante de ~ a toda funcién f definida sobre F con valores en cualquier
conjunto F' que sea constante sobre las clases de equivalencia. Con simbolos, un invariante
de ~ es una funcién

f:E—=F

tal que siempre que a ~ b, para a,b € F, se tiene que

fla) = f(b).

Un invariante f : E — F de la relacién de equivalencia ~ se llama completo si toma
valores distintos en elementos pertenecientes a clases de equivalencia distintas. A saber, el
invariante f : £ — F es completo si

a~ b fla) = f(b).

Sea F1, ..., F, un sistema dado de conjuntos. Se dice que la sucesién finita de funciones
(f1,--+, fn) es un sistema completo de invariantes de la relacién de equivalencia ~ sobre E,
si f; : E — F; es un invariante para cadai=1,...,ny

an~b<— fl(a) = fl(b)77fn(a) = fn(b)

Una forma candnica o normal de la relacién de equivalencia ~ sobre F es un invariante
g : E — E que verifica las dos condiciones siguientes
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» Para todo a € E, a ~ g(a).
" a,bEE, a~b< g(a)=g(h).

Observacion 1.1.1. A veces se llama forma canénica a algo ligeramente diferente. Tal cosa
sucede cuando la naturaleza del conjunto E no permite determinar univocamente el valor
de un invariante g : £ — E , pero permite definirlo salvo un nimero finito de valores. Por
ejemplo, la forma candnica de Jordan para la semejanza de matrices cuadradas complejas
estd determinada salvo permutacién de los bloques de Jordan. Por ello, generalizamos asi
la definicién: Sea P(E) un conjunto de subconjuntos finitos de E formados por elementos
equivalentes respecto de ~. Una forma candnica es una aplicacién h : E — P(FE) que verifica

» Para todo a € E, h(a) C [a], donde [a] es la clase de equivalencia de a.

v a,b€E, a~b<= h(a)=h(b).

1.2. Equivalencia de matrices rectangulares

Denotaremos por CP*? el espacio de las matrices complejas p X ¢, donde p y ¢ son dos ente-
ros positivos cualesquiera. Por O,y denotaremos la matriz cero px ¢; también la denotaremos
por O, simplemente, cuando las dimensiones de esta matriz sean claras por el contexto. Por C
(resp. R) denotaremos el cuerpo de los niimeros complejos (resp. de los ntimeros reales). Sean
A, B € C™*"™ dos matrices; decimos que A es equivalente a B si existen matrices invertibles
P eCm*m @ e C™*" tales que

B = PAQ. (1.1)
En cuyo caso, denotamos esta relacién entre A y B por A ~ B. Es facil comprobar que ~ es
una relacién de equivalencia sobre CP*4. Es bien conocido que realizando transformaciones
elementales en las filas y/o columnas de una matriz A € C™*"™ se puede llegar a una matriz
de una de las formas siguientes, dependiendo de los valores relativos de r,m y n,

59) ol 5. n

donde 7 es el rango de A e I, es la matriz unidad o identidad de orden r. Véase la Seccién A.1
del Apéndice A o la Seccion 2.7 de [41]. Se llama matriz elemental por filas (resp. columnas)
de orden m (resp. n) a toda matriz que resulta de efectuar una transformacién elemental
por filas (resp. columnas) sobre la matriz I, (resp. I,). Se llama matriz elemental a toda
matriz elemental por filas o por columnas. Toda matriz elemental es invertible. La matriz
que resulta de efectuar sobre una matriz M una transformacién elemental por filas (resp.
columnas) es igual al producto que resulta de premultiplicar (resp. postmultiplicar) M por
una matriz elemental por filas (resp. columnas). Dada la matriz A € C™*™, por lo dicho
antes de la férmula (1.2) se sigue que existen matrices invertibles P € C™*™ y @ € C**"
tales que

PAQ:(g g). (1.3)

Sobrentenderemos que el simbolo
< I, O)
O O

denota de ahora en adelante, en este capitulo, la matriz

[Im,O] si r=m<mn,
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El rango de una matriz no varia al pre- o postmultiplicar ésta por una matriz invertible.
De aqui que el rango es un invariante para la relacion de equivalencia ~ sobre C™*". De-
notaremos este invariante por rg : C™*™ — N, donde N designa el conjunto de los niimeros
naturales. Asimismo, teniendo en cuenta (1.3), se sigue que rg es un invariante completo de
~. Este resultado también puede parafrasearse en términos de una forma candnica. Definimos
la aplicacién de C™*™ en si mismo dada por

I O
AH(O o)’

para cada A € C™*™ y donde r es el rango de A. Es claro por (1.3) que esta aplicacién es
una forma candnica para ~. En general, no hablaremos de manera tan formal y diremos que

la matriz
< I, O )
O O

es la “forma canodnica” de la matriz A para la equivalencia ~.

1.3. Perturbacion de la forma canodnica

En esta seccién consideraremos la norma

X1l =D ] (L.1)

,J

definida para toda X = (z;;) del espacio de matrices C™*”. En C™ usaremos la norma

n
Izl =) lail,
i=1

para todo = (z1,...,2,) € C™.
El determinante de una matriz Y = (y;;) € C"*", detY 6 |V, se define mediante la
suma
Z €(0) Yo(1),1 "+ Yo (n),ns
o€Sy,
siendo S, el conjunto de las permutaciones de {1, ...,n} y (o) la signatura de la permutacién

o. Por lo tanto, el determinante de Y viene expresado como un polinomio en las n? variables
¥i;; de donde resulta que la funcién det : C**™ — C es continua. Por el “principio de la
inercia” de las funciones continuas resulta que si det A # 0 para una matriz A, entonces
existe un entorno de A, V, en C™*™ tal que para toda A’ € V se tiene que det A’ # 0.

Recordemos que una funcion real f definida sobre un espacio topoldgico E es semicontinua
inferiormente en un punto a € E si para todo niimero real € > 0 existe un entorno V de a tal
que para cada x € V se tiene que f(a) —e < f(x). Se dice que la funcién f es semicontinua
inferiormente en E si es semicontinua inferiormente en cada punto de E.

La submatriz p x ¢ de una matriz A € C™*™ que corresponde a las filas i1 < iy < -+ < i
y a las columnas j; < j» < --- < j, de A se denota por

Alalp],
llamando « := (i1,%2,...,%p), B := (j1,J2,-..,Jq). Dados los enteros k y n, con k < n,
es costumbre denotar por Qy , el conjunto de sucesiones crecientes (i1,...,%) tales que

1<ip <+ <k < n. Con esta notacion, o« € Qpm y 5 € Qgn-

Proposicién 1.3.1. La funcion rg : C™*™ — R es semicontinua inferiormente en C™*™,
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DEMOSTRACION. Como la funcién rango rg sélo toma valores enteros, basta ver que si una
matriz A = (a;;) € C™*™ tiene rango r, entonces existe un entorno V de A tal que para
cada A’ € V, rg A’ > r. Ahora bien, si una matriz A tiene rango r, entonces existe en ella un
menor de orden r distinto de cero y todos sus menores de orden r + 1 son iguales a cero (un
menor de A es igual al determinante de una submatriz cuadrada de A). Supongamos que un
menor de orden r de A no nulo es el que corresponde a las filas i; < --- < 7, y a las columnas
j1 < -+ < jr de A; de acuerdo con la notacién previa designamos por

det A[(Zl, e 7ir)|(j1, e 7jT)]

este menor, que se puede expresar como un polinomio en los elementos a;, j,, donde k y ¢
recorren el conjunto {1,...,r}. Para una matriz cualquiera ¥ = (y;;) € C™*™ consideramos
la funcién

JY) :=det Y[(i1,...,3)|(j1, .-, 5r)]-

Por lo dicho previamente, esta funcién es continua 'y f(A) # 0; por lo tanto existe un entorno,
V, de A, tal que para cada A’ € V se sigue que f(A’) # 0. De donde, rg A’ > 7.
(I

Nos conviene registrar una variaciéon de esta proposicion para referencia posterior.

Teorema 1.3.1. Sea A € C™*™ una matriz de rango r, entonces existe un entorno V de A
en C™*™ tal que para cada A’ € V, la forma candnica de A’, respecto de la equivalencia ~,

es
(6 9)
O O
conr >r.

Diremos que este teorema nos indica céomo varia la forma canénica de la matriz A al
perturbar ligeramente sus elementos. Es decir nos da la condicion necesaria que debe verificar
la forma candnica de toda matriz suficientemente préxima a A. A continuacién, nuestro
objetivo es ver si esta condicién es suficiente y lo que esto quiera decir. Ello es equivalente
a precisar los posibles rangos de matrices situadas tan cerca como se quiera de A. Para
analizarlo de manera elemental damos los dos lemas siguientes y una proposicién; mas tarde
veremos que el estudio se simplifica de manera extraordinaria apelando a la forma canénica.

Lema 1.3.1. Todo conjunto abierto mno vacio de C™ contiene n vectores linealmente inde-
pendientes.

DEMOSTRACION. Sea V un conjunto abierto no vacio de C™. Demostraremos que V contiene
n vectores linealmente independientes en dos etapas. Primero consideraremos que 0 € V y
luego que 0 ¢ V.

Caso: 0 € V. Sea (V) el subespacio vectorial de C™ engendrado por V, y sea p = dim (V).
Si ocurriera que p < n, el conjunto V contendria p vectores vy, ...,v, que formarfan una
base de (V). Sea v,4+1 € C™ un vector tal que el conjunto {v1,...,v,, vpy1} es linealmente
independiente. De aqui se sigue que para todo A € C, A # 0, el conjunto

{vly <o Up, )‘vp-i-l}

es linealmente independiente.

Ahora bien, el conjunto V es abierto y 0 € V; por tanto existe un r > 0 tal que la bola
abierta de centro 0 y radio r > 0, B(0,r), estd contenida en V. Si elegimos un nimero A € C
tal que

0<|M< ,
[vp41lla
entonces

[Avp1 = Of1 <
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luego 5\Up+1 € V; pero el conjunto
{v1,...,vp, :\vp+1}
es linealmente independiente. Lo que contradice a que dim (V) = p. por lo tanto, debera ser
dim (V) = n.

Lo cual equivale a lo que queriamos demostrar.
Caso: 0 ¢ V. Suponemos ahora que 0 ¢ V. Sea vy un vector cualquiera de V. Obviamente,
vg # 0. Como el conjunto V es abierto, existe un r > 0 tal que

B(vg,r) C V.

Si llamamos
vo+ B(0,7) :={vo+ x| x € B(0,r)},

se sigue que
v + B(0,7) = B(vo, 7).

Ampliemos v hasta obtener una base de C"

{'wl, . ,wn_l,'l)o}.
Busquemos escalares no nulos Aq,..., A,_1 € C tales que si definimos u; := \;w;, se tenga
que u; pertenezca a B(0,r) parai=1,...,n — 1. Es evidente que el conjunto
{ula s aun—lvvo}
es linealmente independiente.
Trasladando los vectores uq,...,u,_1 segin el vector vy, obtenemos los vectores u; +
Vo, ..., Uy_1+vg, que pertenecen a V. Demostraremos que los n vectores ui +vq, ..., Uy_1+

Vo, vg son linealmente independientes, lo que acabara la demostracién.
En efecto, sean f1,...,B,_1,5 € C tales que

Br(ur +vo) + -+ Br-1(up—1 +vo) + fvg = 0.

Entonces,
Brur + -+ Bprtp1 + (B1+ -+ B + B)ve = 05

lo que implica que

Pr=-=01=0, vy (Bt +B1+th)=0;
de donde, 5 = 0.
O
Lema 1.3.2. Sea
M,
M = : e Ccv
Mn—l
M,
una matriz de rango n — 1, con sus n — 1 primeras filas M, ..., M, _1 linealmente indepen-
dientes. Dado un & > 0 existe una matriz fila M, € C**™ tal que
||Mn — MnHl < E.
y la matriz
M,
M = :
Mn—l
M,

tiene rango n.
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DEMOSTRACION. Sea M = (m;;), siendo m;; el elemento i—j de M, (i,j =1,...,n).
Definimos la forma lineal f : C* — C por la férmula

miy Min
f(w) :f(xla"'vxn) =
Mp—1,1 ° Mp—1n
xl ... I'n

para todo @ = (x1,...,x,) € C".
Desarrollando el determinante que define f por su ultima fila, queda

f(®) =aix1+ - + anx,.

Como My, ..., M,_; son linealmente independientes, existe algtin i € {1,...,n} tal que
a; # 0. Lo que implica que

FO,. 1,0, 0) = a; 0.

Asipues f A0y
dim Ker f =n — 1. (1.2)

Si ocurriera que f(x) = 0 para todo € B(M,,, €), por el Lema 1.3.1 existirian n vectores
U, ..., u, € B(M,,¢) linealmente independientes y tales que

f(ul):(),"'af(un):()-

Con lo cual se tendria que n = dimKer f, lo que contradice a (1.2). Por lo tanto, existe
M, € B(M,,¢) tal que f(M,) # 0.

Por lo cual la matriz M, dada por

Mn—l
M,
tiene rango n.
O

Antes de demostrar la Proposicién 1.3.2, permitasenos recordar el siguiente hecho sobre
aplicaciones lineales e independencia lineal.

Asercién: Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo, y sea f : V — W
una aplicacién lineal. Supongamos que vy, ..., v, son vectores de V tales que los vectores
f(v1),..., f(v,) de W son linealmente independientes. Entonces los vectores vy, ..., v, son
linealmente independientes.

Proposicion 1.3.2. Sea A € C™*" de rango r. Dado un entero s tal que r < s < min(m,n)
y dado un ndmero real ¢ > 0, existe una matriz A’ € C™*"™ de rango s tal que

A" — Al <e.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar esta proposicién en primer lugar cuando s = r + 1.
Sean a = (i1,...,i) € Qrm, B =(J1,---,Jr) € Qrn tales que el menor

| Al

es distinto de cero.

Esto implica que las filas A;,,..., A;, , de la matriz A, son linealmente independientes
(basta aplicar la Asercién que precede al caso de la proyeccién p : C* — C" dada por
(@1,...,2n) = (Tjy,...,2;.)). Y también implica que las restantes filas de A son combinacién
lineal de estas r filas.
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Supongamos que i, # m y j. # n. Si fuera i, = m 6 j,. = n, la demostracién que sigue
podria modificarse de una manera andloga. Llamemos M a la submatriz (r + 1) x (r 4+ 1)
de A formada por las filas iq,...,4,,%, + 1 y las columnas j1,...,j., j- + 1. Es una matriz
de rango r pues su menor principal de orden r de la esquina superior izquierda es igual a
|A[e|B]|, que es # 0, y en A todos los menores de orden r + 1 son nulos. Aplicando a M el
Lema 1.3.2 existe una matriz fila Mr+1 e CY*(r+1) tal que:

(@it 1grs - -0 Qi1 @iyt gy +1) — M |1 <,

y la matriz (r + 1) x (r + 1)

My
=G,
M,
Mr+1
donde las r primeras filas de M son iguales a las de M, tiene rango r + 1.
Si My41 = (oq,...,q41), cambiando los elementos a;, 4+1,j,,- - -, @i, +1,j,+1 de A por los
nimeros aq,...,Qy4+1, respectivamente, y dejando los demas elementos de A sin cambiar,

obtenemos una matriz A € C"™*" tal que

JA = Ally = (@i, 41,51 - -+ Gir41jo41) — (a1, g |1 < e

Ademés la matriz A tiene rango r + 1. En efecto,
|A[(i1, .. iry i + D)1, -0 dr G + 1)) = | M] # 0.

Luego, las filas /L—N .. ,flm fLTH de A son linealmente independientes. Cualquier otra fila

A; de A es combinacién lineal de estas r + 1 filas; de hecho, 4; = A; es combinacién lineal

de A;, (= 4;,),...,4; (= 4;,). Esto prueba que rg(A) = r + 1.

Sea ahora s cualquiera, r < s < min(m,n). Sea t := s—r, asi pues, r+t = s. Consideremos
la sucesién r,r + 1,7 +2,...,r +t = s. Por lo demostrado antes, dada la bola B(A,¢) de
C™*" existe una matriz A1) (:= A) € C™*" de rango r + 1 tal que

AM € B(4,¢).

Sigy:=e—||A—AD|, 1a bola B(AM, ) estd contenida en la bola B(A, ) y aplicando lo
anterior existe
A® e B(AW &)

de rango  + 2, (asi pues existe A) € B(A,¢) de rango r + 2).
Tomando luego 5 := &1 — ||A®M) — A@)||;] se sigue que

B(A® ¢y) ¢ B(AW &),

y, por lo que precede, existe A®) € B(A®) £,) de rango 7 + 3, etc.

De esta manera llegamos, por induccién, a probar la existencia de A®) € B(A, €) de rango
r—+t.

O

Reformulamos ahora la Proposicion 1.3.2 para posterior referencia en el siguiente teorema,
que tiene una demostracién mucho mas corta, basada en la forma canénica de A para ~ y
que sera extendida al caso de la forma candnica de Jordan para la relacién de semejanza de
matrices en el Capitulo 6.

Teorema 1.3.2. Sea A € C™*™ una matriz de rango r. Sea s un entero tal que r < s <
min(m,n). Entonces en todo entorno de A eziste una matriz A’ tal que rg A’ = s.
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DEMOSTRACION. Sean P € C™*™ y € C™*"™ matrices invertibles tales que

(5 )

Sean €,41,€r42,...,Es nimeros complejos no nulos que determinaremos més adelante.
Definimos la matriz A" mediante la férmula
I,
Er41
€
A/ — P71 r+2 O Q71
Es
O o

Es claro que A’ tiene rango s, pues P y @ son matrices invertibles. La norma de matrices || -||;
es una norma matricial o submultiplicativa, i.e. para todas matrices M € C™*"™ N € C"*P ge
tiene la desigualdad ||[MN||; < || M]1]|N||1, véase [10, Equations (3), pdg. 166], [41, Exercise
4, pag. 358] ; es decir || - ||z no s6lo cumple las tres propiedades de una norma en un espacio
vectorial, sino que asimismo satisface la desigualdad anterior respecto de la multiplicacién de
matrices. Teniendo en cuenta este hecho, de la definicién de A’ deducimos que

14" = Al < IPTHINQ ™ 1 (ersal + lerral + -+ + les]).

A continuacién vemos que podemos elegir los nimeros €,41,&,42,...,&s de valor absoluto
tan pequeno como queramos para que A’ esté situada en el entorno que hayamos elegido de
A.

O

1.4. Rango de matrices genéricas

Supongamos que de una matriz M de dimensiones m X n conocemos solamente con certeza
que en determinadas posiciones tiene ceros. Por ejemplo, que

o O OO
S O vV
O v YO
O O O v
o O O O

donde 7 significa que no sabemos qué ntmero figura ahi. A partir de esta informacién jqué
propiedades podemos inferir sobre las matrices de este modelo M ? Por ejemplo, ;qué podemos
decir sobre el rango de todas las matrices de modelo M?

En vez de poner interrogantes ? en el modelo de matriz podemos poner asteriscos o
estrellas *,

M =

o O O
S *x ¥
* % O
O O ¥
o O O

00 0 00

siendo las estrellas * niimeros complejos indeterminados. En términos imprecisos diremos que
M es una matriz “genérica”. Para proceder de manera mas formal, consideremos el cuerpo
{0, *} de dos elementos 0, * con el dlgebra booleana: *+* =, 0+x=%+0=x%, 04+0=
0, x-x=x% *-0=0-x=0, 0-0=0.

Definicién 1.4.1. Llamaremos matriz genérica m x n a toda matriz M con elementos en el
cuerpo {0, x}, de dimensiones m x n. En tal caso, denotaremos M € {0, *}™*™.
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Si A es una matriz con elementos en un cuerpo cualquiera, denotaremos por A(i,j) el
elemento de A situado en el lugar (i, 7). El soporte de una matriz genérica M € {0, *}™*™ es
el conjunto

Sao={0,7) €{l,....,m} x{1,...,n} | M(@i,j) =x*}.

Si el cardinal de Sys es igual a p, denotemos por (i1, j1), (42, J2), - - - » (9p, Jp) los elementos de
Sy ordenados segun el orden lexicografico de N x N. Definimos la funcién matricial asociada
a M,

App : CP — C™*"
que a cada p-tupla x = (z1,...,%,) de nimeros complejos le asocia la matriz Ay () cuyos
elementos son

Ay (z)(ig, ji) :=xp para k=1,...,p,
Ap(2)(4,5) ;=0 para (i,5) ¢ Su. (1.1)

Ejemplo 1.4.1. Sea la matriz genérica

OO OO
O O ¥ ¥
O ¥ *x O
O O O *
OO OO

—

—_

[\

~

entonces su soporte es el conjunto
Sm = {(17 2)7 (17 4)7 (2’ 2)7 (27 3), <3a 3)}

Para cada z = (21, x2, 3, T4, x5) € C®, se tiene que
b b b ) )

0 I 0 T2 0

0 x3 =z 0 0
Au(@) = |, 0‘3 :c4 0 o|’

0O 0 O 0 o

esta matriz A () tiene un menor de orden 3 que es un polinomio no nulo en x4, o, 3, X4, T5:

1 0 a9
Am(2)[(1,2,3)|(2,3,4)] = |z3 x4 0| = 220375.
0 Is 0

Asf pues, para todas las quintuplas @ = (21, %2, 73,24, 25) € C® tales que maz315 # 0, se
tiene que el rango de la matriz Ay (z) es igual a 3.

A continuacién aparecerdn nociones sobre digrafos; pueden verse las definiciones nece-
sarias en la Seccién B.1 del Apéndice B. Asociamos a la matriz genérica M un digrafo no
ponderado G(M) asi: el conjunto de vértices es

{1,2,...,méx(m,n)},

el par (j,4) es un arco de G(M) si M(i,j) = * (jndtese la inversién de los indices!).
Pretendemos averiguar el rango de “casi todas” las matrices Aps(x), definidas en (1.1),
cuando z varia en CP. Por “casi todas” entenderemos lo siguiente: existe un polinomio no
nulo f € Clzy,...,z,] tal que para todo z € CP que satisfaga f(x) # 0 la matriz Ay (x) tiene
rango constante, digamos r. Recordemos al efecto alguna terminologia usada en geometria
algebraica. Sea f(x1,...,2,) un polinomio no nulo en p indeterminadas sobre un cuerpo F.
Denotamos por V(f) el conjunto de vectores (ai,...,a,) de F? tales que f(a1,...,ap) = 0.
Al conjunto V(f) le llamaremos una hipersuperficie algebraica de FP. Un enunciado de la
forma “el punto (o elemento) genérico de FP tiene una propiedad P” o “la propiedad P, que
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un elemento de FP puede cumplir o no, es genérica” significa precisamente que el conjunto de
puntos de FP que no cumplen la propiedad P estd contenido en la unién de un ntmero finito
de hipersuperficies algebraicas de FP. Otra definicién méas general de propiedad genérica en
K™ o K™*" (K = R o C) es la siguiente: La propiedad P es genérica si el subconjunto de
puntos de K", o de K™*™, que verifican P es abierto y denso.

Rango limite
Definicién 1.4.2. Se llama rango genérico de la matriz genérica M al maximo

pg(M) :=max rg Ap(z).

zeCr

Definicién 1.4.3. Sea T = (t;;) € F™*" donde F es un cuerpo cualquiera. Sea p <
méx(m,n) un entero positivo. Sea (i1,...,4,) una sucesién no necesariamente creciente de
elementos distintos de {1,...,m} y sean 1 < j; < --- < j, < n. Al vector de F?

(t’iljﬂ tet 7tipjp)
le llamaremos una subdiagonal de T de dimensién p.

Definicién 1.4.4. Sea M € {0,*}™*™ una matriz genérica. Se llama rango limite (en inglés
“term rank”) de M al rango de esta matriz, mirada como matriz con elementos en el cuerpo
de dos elementos {0, x}. Lo denotamos por p(M). Recordemos que * es el elemento unidad del
cuerpo {0, x}; utilizamos el simbolo * en vez de 1 para sugerir la idea de elemento “genérico”

Asi pues, el rango limite de M es el rango de la matriz obtenida al reemplazar todos
los elementos * de M por 1 y a continuacién calcular el rango de la matriz de ceros y unos
obtenida trabajando en el cuerpo F = {0, 1}. También podemos decir que p(M) es igual a
la mayor de las dimensiones de las subdiagonales de M que tienen todas sus componentes
iguales a *.

La matriz genérica 4 x 5 M = (m;;) del Ejemplo 1.4.1 tiene rango limite 3 pues tiene la
subdiagonal

(maz, maz, mis) = (%, *, %)

de dimensién 3, y M no tiene subdiagonales de dimensién mayor que 3 formadas por elementos
iguales a *.

Vemos que el rango limite de una matriz genérica M es igual al ntimero maximal de
asteriscos (*) con no dos * en la misma linea (fila o columna) ;Cémo podemos caracterizar
el rango limite de M en términos de su digrafo G(M)? La respuesta es sencilla: p(M) es el
ntimero maximal de arcos de G(M) con no dos arcos con el mismo origen (fila), ni dos arcos
con el mismo final (columna).

El digrafo G(M) para la matriz genérica M del Ejemplo 1.4.1 viene dado en la figura 1.1.

@ @

@ e
Figura 1.1: Digrafo G(M).
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La subdiagonal (mag, mss, m14) de la matriz M del Ejemplo 1.4.1 viene recuadrada a
continuaciéon

0*00
M:O*OO,
0000
0O 0 0 0 o

y los arcos en el digrafo G(M) correspondientes a los elementos de esta subdiagonal vienen
expresados por el subdigrafo de la figura 1.2.
()

D @

N
@ @)
Figura 1.2: Subdigrafo de G(M) de la subdiagonal.

El principal asunto de esta seccion es el teorema siguiente.

Teorema 1.4.1 (Edmonds [22]). El rango genérico y el rango limite de una matriz genérica
M € {0,*}™*™ son iguales.

DEMOSTRACION. El rango genérico de M es igual al rango p de la matriz Ays(z%) para cierto
20 € CP; sean @ € Qpm v B € Qp.n tales que el menor de orden p de Ay ()

det AM(:UO)[QW]

sea distinto de cero. Como este menor es igual a la suma del producto de las componentes
de sus diagonales con el signo adecuado (véase la pdgina 169), se tiene que debe haber
una diagonal en la submatriz Aps(2°) con todas sus componentes no nulas. Asf pues, esta
diagonal determina en M una subdiagonal con todos sus elementos iguales a *. Ademds, no
hay subdiagonales en M con sus elementos iguales a * de mayor dimension: en efecto, si
hubiera una tal subdiagonal de dimensién ¢ > p, pensemos en una submatriz cuadrada de
orden ¢ de Ay (2°) que la tuviera como diagonal; el determinante de esta submatriz deberfa
ser 0, pero variando ligeramente los elementos de 2° obtendriamos un 7% tal que rg A (3°)
serfa > ¢, lo que contradice a que p,(M) = p . Por lo tanto, pg(M) = p(M). O

1.5. Distancia a las matrices de rango menor

Hemos visto que el rango de una matriz A € C™*" A # 0, se mantiene o aumenta si
perturbamos muy poco los elementos de A, por la Proposicién 1.3.1. Pero existen en el espacio
C™>™ matrices de rango inferior a A; por ejemplo, la matriz nula 0 tiene rango 0. Sirg A = r,
el conjunto de matrices de rango menor que 7, M,._1, es un conjunto cerrado. Por lo tanto,
tiene sentido el problema de hallar la distancia de A a M,._; y para qué matriz A, € M,._1 se
alcanza dicha distancia. Este problema tiene una respuesta elegante por medio de los valores
singulares de la matriz A. Para la definicién de los valores singulares de una matriz ver el
Apéndice ??. Se llama norma espectral en el espacio vectorial C™*™ a la norma

[Az]2

zecnt zll2

z#0

[A]l = (L.1)

asociada a las normas euclideas en C"*! y C™*!, identificando la matriz A con la aplica-
ci6n lineal x +— Az de C™*! en C™*!. La norma euclidea en C"*! se define por ||z :=
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(Z?:l |xi|2)1/2 para cada © = (21,2,...,7,)T € C*™! y la norma euclidea de C™*! se
define andlogamente. La norma espectral se llama también norma de operador y norma de
Hilbert.

Teorema 1.5.1. Sea A € C™*"™ una matriz de rango r. Sea k,1 < k < r, un entero dado.
Sea || - || la norma espectral en C™*™. Sean

U=ug,...,up] €EC™™yV =lvy,...,v,] € C™*"
las matrices unitarias tales que
U*AV = diag (O’l(A), ey O'p(A)) e Ccmxn,

(descomposicion de valores singulares). Sea

k—1
Ak,1 = Z O'l(A)uﬂ):
i=1

Entonces
min [|IX — Af = |4kt — Al = 04(4) (1.2)
X e cmxn
rg X <k

donde o,(A) denota el k-ésimo valor singular de A, ordenados éstos valores en sentido de-
creciente.

Observacion 1.5.1. El teorema también es verdadero poniendo rg X = k — 1 en lugar de
rg X < k.

Observacion 1.5.2. Es conocido que una matriz A € C™*" tiene rango r si y sélo si sus

valores singulares o1(A4),...,0,(A), con p := min(m,n), satisfacen que
o1(4) =2 -2 0,(A) > 0,41(4) =--- =0,(A) =0.
Corolario 1. Sea A € C™*™ una matriz de rango r. Sea || - || la norma espectral en C™*".
Entonces
min || X — A|| = 0,.(4). (1.3)
X 6 men
rgX <r

1.6. Reduccion suave de funciones matriciales

Supongamos que para cada t perteneciente a un intervalo (a, b) de la recta real, tenemos la
matriz compleja A(t) € C™*™ que depende de forma continua de t. Llamemos r(t) := rg A(t).
Por ejemplo, consideremos la funcién f(t) := tsen(rw/t) sit € R\ {0} y f(0) := 0y la funcién

matricial
At) = (fg) ?) , teR.

Entonces, r(t) = 2 para todo ¢ real excepto para t = 1/n con n entero no nulo y para ¢t = 0.
Ademés, r(0) = 0,7(1/n) = 1. En este ejemplo, r es discontinua en el conjunto de puntos
8 :={1/n : n entero no nulo }U{0}. Observemos que § tiene infinitos puntos, es un conjunto
cerrado y no tiene puntos interiores (i.e. no contiene intervalos abiertos). Como veremos a
continuacion este comportamiento es tipico.

En el caso general, en principio r(¢) no es constante, aunque se puede demostrar que r(t)
es constante en “casi todos” los puntos de (a,b). De hecho, por el principio del palomar de
Dirichlet y dado que 7(t) sélo puede tomar valores enteros dentro del intervalo 0 < r(t) <
min(m,n), el valor de r(t) deberd ser el mismo para infinitos puntos ¢ de (a,b) y r(¢t) tomara
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necesariamente el mismo valor sobre un subconjunto de medida positiva de (a,b). Incluso
més, el valor de r(t) es constante en cada uno de los subintervalos abiertos de una coleccién
finita o numerable de ellos que junto con sus puntos extremos (donde baja el valor de r(t))
constituyen todo [a,b]. Como r: (a,b) — N es una funcién con valores enteros se tiene que r
es continua en un punto to de (a, b) siy sélo si existe un entorno de ¢y en el que r es constante.

Teorema 1.6.1. Supongamos que A : (a,b) — C™*" es una funcion matricial continua en
el intervalo (a,b). Para cada t € (a,b) sea r(t) :=rg A(t). Entonces existe una coleccion finita
o numerable de intervalos abiertos (a;,b;) disjuntos a pares tales que r es constante en cada
(ai, bi), v es discontinua en a; y b;, y la adherencia de

U(aiv bl)
i
es el intervalo cerrado [a,b].

DEMOSTRACION. En primer lugar, tengamos en cuenta la disyuntiva siguiente:

= O bien A(t) = O para todo t € (a,b); en cuyo caso, r(t) es idénticamente cero en (a, b)
y la conclusién del teorema es evidente tomando (a1, b1) := (a, b).

= O bien, existe algtn ty € (a,b) tal que A(ty) # O.

Supongamos de ahora en adelante que estamos en este segundo caso no trivial.

Sea 8 el subconjunto de puntos de (a,b) en los que r es discontinua. Si tomamos un
menor fijo de A(t) obtenemos una funcién continua de t. Sea ¢;(t) la suma de los valores
absolutos de todos los menores de orden ¢ de A(t). Sin pérdida de generalidad supongamos
que m < n. Entonces las ¢;,1 < i < m, son funciones continuas en (a,b) y si ¢;(ty) = 0,
entonces ¢;(tg) = 0 para j > i. Nétese que

0= {0 et =0
méx{ilp;(t) # 0} sipi(t) #0.

Sea 8; := {t € (a,b)|p;(t) = 0}. Observemos que 8; C 8;41 y S; es cerrado pues ¢; es
continua. Denotemos por Fr(8;) la frontera de 8;. Veamos que para todo i,1 < i < m,

FI"(SZ) C 8.

En efecto, si tg € Fr(8;) se sigue que en todo entorno Vi, de ¢y hay puntos tj € 8; y t; € 8¢. Lo
que implica que en todo entorno Vi, de to hay puntos t), t; tales que p;(t;) =0y ;(ty) # 0.
Por tanto, r(t;) < ¢ y r(ty) = 4; de donde r es discontinua en ty. En consecuencia, ty € §.
Por consiguiente,

JFe(s) cs. (1.1)
i=1
Comprobemos a continuaciéon que
s c | JFe(s)). (1.2)
i=1

Sea ahora ty € 8 y sea k := r(tg). Por ser t; un punto de discontinuidad de r se tiene que
k < m. Por la semicontinuidad inferior de la funcién rango y la continuidad de A existe un
entorno Wi, de to tal que r(t) > r(to) siempre que t € Wy,. Como r es discontinua en tg
tan cerca como queramos de ty debe existir un #, tal que r(%y) > r(¢p). Demostraremos que
to € Fr(8k+1). En efecto, ¢i11(to) = 0 pues rg A(tp) = k; lo que implica que tg € Sk41.
Ademés, en todo entorno V de tq existe un #y tal que rg A(fy) > k; de donde y41(fy) # 0,
ie. ty € 841 Por lo tanto, o € Fr(8x41). Asi pues,

S = 0 FI‘(SZ)
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Por lo tanto 8 es un conjunto cerrado pues la unién de m conjuntos cerrados.
|

Observacion 1.6.1. En un espacio topolédgico F se llama conjunto diseminado a todo subcon-

junto T de E cuya adherencia o clausura tenga interior vacio; en simbolos, T = ¢. Véase la
Definicién C.2.1. Asi pues, el conjunto 8 del Teorema 1.6.1 es diseminado pues 8 = 8. Como
el complementario de 8 respecto de (a,b) es un abierto 8¢, por el teorema de estructura
de los subconjuntos abiertos de la recta real [2, Teorema 3-8, pag. 43], existe una coleccién
numerable de intervalos abiertos (a;, b;), disjuntos dos a dos, cuya unién es igual a 8¢.

Corolario 1. Sea 8 el conjunto de puntos de (a,b) donde r es discontinua. Entonces 8 es
un conjunto cerrado y diseminado.

Supongamos ahora que la funcién matricial A es de clase C!. Sabemos que para cada
valor de t existen dos matrices invertibles P, € C™*™ y @, € C™*" tales que

PAmQ = ("5 9): (1.3)

la cuestién que aqui nos interesa es la de saber si las aplicaciones t — P; y t — @Q; pueden
elegirse continuamente derivables (o de clase C!). Una respuesta a esta cuestiéon nos la da el
teorema siguiente que proporciona una condicién necesaria y suficiente que permite reducir
“suavemente” A(t) a su forma canénica C(t) := <IT5” 8) . También nos dice cuédndo esta

forma canénica C es una funcién de clase C1.

Teorema 1.6.2 (Dolezal). Sea A : (a,b) — C™*™ una funcidn matricial de clase CP. Si
el rango de A(t) es constante en (a,b), digamos igual a k, existen dos funciones matriciales
P:(a,b) =5 C™™ y Q: (a,b) = C"*™ de clase CP, tales que para cada t € (a,b):

(i) las matrices P(t) y Q(t) son invertibles,
(i) POABQE) = (55)-

1.7. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Probar que en todo entorno de una matriz no nula A € C™*™ hay una matriz
distinta de A que tiene su mismo rango.

Ejercicio 1.2. Sea A € C"™*" una matriz dada y sea (Ap);ozo una sucesiéon de matrices de

C™*™ que converge hacia A. Demostrar que existe una subsucesion (A, ) -, de esta sucesién

que converge hacia A y que estd formada por matrices que tienen todas el mismo rango.

Ejercicio 1.3. Dada una matriz A € C"*", demostrar que tan cerca como se quiera de A
existen matrices B € C"*"™ que tienen todas sus submatrices cuadradas invertibles.

Ejercicio 1.4. Demostrar que no existe una forma canénica continua para la relacién de
equivalencia ~ en CP*4. Es decir, probar que no existe ninguna funcién c¢: CP*¢ — CP*4
continua en toda matriz A € CP*? tal que: (1) para cada A, A ~ ¢(A)y (2) A~ B &
¢(A) = ¢(B).

Ejercicio 1.5. Sea A: (a,b) — C™*™ una funcién matricial continua. Para cada t € (a,b)
llamemos r(t) := rg A(t). Supongamos que m < n. Sea tg € (a,b) tal que r(tg) = m
Demostrar que 7 es continua en tg.

)

Indicacion. Utilizar una variante del principio del palomar de Dirichlet.
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1.8. Notas al Capitulo 1

Relacion del Teorema de Dolezal con el Teorema del rango del calculo diferen-
cial de funciones de varias variables reales.

El Teorema 1.6.1 y el ejemplo que le precede estan inspirados por la referencia [16, Theo-
rem 10.5.2, pag. 225].

Hay otra forma de definir las matrices genéricas que aparecen en la Seccién 1.4 y que es
la més usual en la literatura. Ver [14, pags. 294 y 335],[27, pag. 430], [58]. Para citarla aqui,
expongamos antes una definicién: La familia de nimeros complejos (z;);=1,... , se dice que es
algebraicamente independiente (sobre Z, anillo de los niimeros enteros), o que z1, ..., z, son
indeterminadas sobre @ (cuerpo de los ntimeros racionales), si la relacién

E 11 ip
a/il...ipzl ...pr _0’

i15eenyip =0

con ay,..i, € Z, implica que todos los coeficientes a;, ...;, deben ser iguales a cero; en caso
contrario, la familia (z;);=1,.., es algebraicamente dependiente. Aqui

(ai1-~~ip>i1,...,i,,>0

es una familia de enteros casi todos nulos (i.e. todos son nulos salvo, a lo més, un nimero
finito).

Como decimos, muchos autores llaman matriz genérica m xn a una matriz m xn de niime-
ros complejos cuyos elementos no nulos forman una familia algebraicamente independiente.
Por ejemplo, la matriz de C**3

0 z1 0 zZ9 0

_ 0 zZ3 24 0 0
G= 0 0 z 0 O
0 0 0 0 O

es “genérica”, segun esta definicién, si los nimeros complejos z1, 2o, 23, 24, 25 son algebraica-
mente independientes. El rango de esta matriz A es igual a 3, pues su menor

Z1 0 z9
A[(1,2,3)‘(2,374)} = |23 24 0= 292375
0 zZ5 0

es distinto de cero por la independencia algebraica de zs, 23, z5.

Otros significados de que la matriz M € {0, }™*™ tenga la propiedad P genéricamente
es que exista un conjunto N C CP de medida Lebesgue nula tal que para todo z € CF ' N,
la matriz, definida por la ecuacién (1.1) de la Seccién 1.4, Aps(x) tiene la propiedad P. Como
caso particular, podriamos considerar que cada nimero xj de la p-tupla = = (z1,...,2,) es
un numero aleatorio tomado en el intervalo [0, 1] con distribucién uniforme (k = 1,...,p).
Entonces la probabilidad de que la matriz A/ (x) tenga la propiedad P es 1. Esta manera de
pensar es muy tutil para averiguar propiedades de matrices genéricas con ayuda de un paquete
de ordenador, como por ejemplo MATLAB. Una de estas propiedades podria ser que el rango
genérico r de una matriz genérica M es igual al niimero maximal de asteriscos (*) con no
dos * en la misma linea. El ordenador tomaria al azar una matriz concreta tras otra, todas
del mismo “modelo de ceros y no ceros” M, y calcularia su rango, que siempre resultaria ser
igual a r.

El Ejercicio 1.3 aparece como el Lema 12.1.6 del libro de Andlisis matricial, 2008 por Jorge
Antezana y Demetrio Stojanoff. http://www.iam.conicet.gov.ar/cms/files/ul5/Analisis_Matricial I.pdf.
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Capitulo 2

Particiones de enteros

En este capitulo vamos a exponer una serie de resultados elementales sobre particiones
de enteros positivos. La palabra particién no debe entenderse aqui como la division de un
conjunto en subconjuntos disjuntos, sino como una descomposicién de un entero positivo
en suma de enteros positivos. Cada una de estas sumas, donde no importa el orden de los
sumandos, es una particion.

Los tamanos de los bloques de Jordan asociados a un valor propio Ag en la forma normal
de Jordan de una matriz cuadrada compleja A forman una particién de la multiplicidad
algebraica mg de A\g como raiz del polinomio caracteristico de A. Ordenaremos los 6rdenes
de estos bloques en sentido decreciente. En la teoria de perturbacién de la forma candnica
de Jordan interesa sobremanera cémo se perturban estas particiones asociadas a cada valor
propio A\¢ cuando los elementos de la matriz A experimentan pequenas modificaciones.

Como quiera que los érdenes de estos bloques de Jordan asociados a Ag no se relacionan
facilmente con rangos de matrices asociadas a A y Ao, prestaremos especial atencién a la
particién dual (o conjugada) de estos 6rdenes: la que llamaremos particién de Weyr de mq
asociada a Ag, en la caracteristica de Weyr de la matriz A.

Presentaremos la mayoracién (o mayorizacién) de particiones de enteros; tema omnipre-
sente en este libro y en muchas partes de las Matematicas. Adelantando ideas podemos decir
que la mayoracién de particiones es una relacion de orden y que la perturbacién esperable
de la particién de Weyr asociada a Ay al modificar ligeramente A, expresa una especie de
semicontinuidad superior respecto de dicha relacién de orden. Este nexo se establece entre
la particion de Weyr asociada a Ay y la “unién” de las particiones de Weyr asociadas a los
valores propios circundantes a Ao de las matrices proximas a A.

2.1. Particiones

Dado un entero positivo n, se llama particiéon de n a cualquier descomposicién de n como
suma de enteros positivos:
n=ay+ax+- -+ am.

Ejemplos:
6=3+24+1 y 6=2+4+2+2

son particiones de 6. Las podriamos denotar por (3,2,1) y (2,2,2). Otra particién de 6
es 6 =4+ 26 (4,2). En nuestro contexto trabajaremos simultdneamente con particiones de
enteros diferentes. En él, estos enteros seran las multiplicidades algebraicas de valores propios.
Por eso, vamos a considerar una definicion mas general de particién, que evita utilizar una
notacién para indicar el nimero de sumandos, m, de la descomposicion.

Definicién 2.1.1. Llamaremos particién a toda sucesion (finita o infinita) decreciente
a=(ar,az,...,a,...)

17
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de enteros casi todos nulos.

Es decir, que a1 > a2 > -+ > a, > --- y los enteros ay,as,...,a,,... son todos nulos
excepto un ndmero finito (o cero). Los elementos no nulos a; se llaman las partes de a. La
longitud de una particién a es el niimero de sus partes. Denotaremos por ¢(a) la longitud de
a. Asi pues, a; = 0 para j > {(a). La suma de las partes de a es el peso de a, denotado por
|al,

la| == a1 +az + - + ay).

Cuando sea preciso, pensaremos que a es una particién del entero n := |a|. Es claro que
{(a) < al.

Si a y b son particiones, su suma a + b es la particiéon cuya i-ésima componente es a; + b;.
También definimos la unién a U b como la particién cuyos componentes son los de a y b
reordenados en sentido decreciente.

Por ejemplo, si

a = (5,4,4,2,2,0,...)y

b = (6,4,3,3,2,1,1,0,...)7
entonces

a+b=(11,8,7,5,4,1,1,0,...)
Yy

aUb=(6,5,4,4,4,3,3,2,2,2,1,1,0,...).

En general, es obvio que la suma y la unién de particiones son operaciones asociativas y
conmutativas en el conjunto de las particiones P; también es evidente que

l(a+b) = méx{l(a),£(b)}

y

LaUb) ={l(a) + £(b).
Observacion 2.1.1. Es de notar que la unién de particiones no es exactamente la unién
conjuntista, ya que los elementos repetidos deben aparecer repetidos también.

El diagrama (de Young o Ferrers) de una particién a se construye de esta manera:
disponemos una fila horizontal de a; puntos, debajo una fila horizontal de as puntos, etc.
Véase en la figura 2.1 el diagrama de la particién a = (5,4,4,2,0,...) que tiene 5 puntos o
nodos en la fila superior, 4 en la fila segunda, 4 en la fila tercera y 2 en la fila cuarta.

ay o o L]
a9 o o
as e o
a4 e o

Figura 2.1: Diagrama de a.

Al dibujar estos diagramas adoptamos el convenio, igual al que se utiliza en las matrices,
de que el indice de las filas ¢ aumenta de uno en uno yendo de arriba hacia abajo, y el indice de
las columnas j aumenta de uno en uno yendo de izquierda a derecha. Asi pues, un diagrama
de Young puede mirarse como un dibujo de puntos o como una matriz de unos (puntos) y
ceros (huecos).

Definicién 2.1.2. Si a es una particién dada, definimos la particion conjugada de a, a,
como aquella particién cuya componente i-ésima viene dada por

a; = Card{j : a; >1i}, i=1,2,....

Por Card denotamos el cardinal. Dicho de otro modo, a; es igual al nimero de componentes
de a que son mayores o iguales que 1.
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Ejemplo 2.1.1. Sia = (5,4,4,2,0,...), entonces
a=(4,4,3,3,1,0,...).

La particién conjugada de una particién a es, por tanto, la particién a cuyo diagrama se
obtiene como el transpuesto del diagrama de a; es decir, el diagrama obtenido por reflexiéon
respecto de la diagonal principal. De aqui se sigue que a; es el nimero de puntos que hay
en la columna i-ésima del diagrama de a. Por definiciéon de particién conjugada, la primera
columna del diagrama de a tiene a; puntos, la segunda columna tiene as puntos, etc. Véase
la figura 2.2. En particular, se tiene que a; = £(a) y a1 = ¢(a). Obviamente, a = a.

a . . °
a9 [ °
as [ [
Qa4 [ [
ap Qa2 a3 Q4 G5

Figura 2.2: Particién conjugada de a.

Consideremos la particién b = (4, 3,2,0,...) representada por el diagrama de la figura 2.3.

@]
[¢]

by o o
ba
bs

Figura 2.3: Diagrama de b.

Sea aUb = (5,4,4,4,3,2,2,0,...) la unién de las particiones a = (5,4,4,2,0,...) y b =
(4,3,2,0,...), cuyos diagramas estan representados por las figuras 2.1 y 2.3, respectivamente.
El diagrama de a U b se obtiene tomando las filas de los diagramas de a y b y disponiéndolas
en orden de longitud decreciente. Véase la figura 2.4

O O e e o
O e e o

aUb

N O @€ O O o e o
~N O @ O O e o o

Figura 2.4: Diagrama de a U b.

Definicién 2.1.3. Una particién a se llama autoconjugada si es igual a su conjugada, i. e.
sia = a.

Hay exactamente una particién autoconjugada de 6, a saber, (3,2, 1,0, .. .). Las particiones
autoconjugadas de 9 estan ilustradas en la figura 2.5.

. »
2.2. Mayoracion
Trataremos de hacer precisa la nocién intuitiva de cuando unos nimeros ai, as, ..., Gny

estan menos dispersos entre si o son mads parecidos entre si que otros nimeros by, by, ..., bpy.
Por ejemplo, a1, as,...,a,, podrian ser los ingresos anuales de una poblacién de m personas
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Figura 2.5: Las particiones autoconjugadas de 9.

y b1,b2, ..., b, otros posibles ingresos anuales de esa misma poblacion, jqué quiere decir que
la riqueza que expresa la m-tupla (a1, as,...,a,) estd mejor repartida que la que indica la
m-tupla (b1, ba,...,b,)? Para ello vamos a definir una relacién de orden, muy importante,
sobre el conjunto P de las particiones. A decir verdad, se tratara de dos relaciones de orden.

Definicién 2.2.1. Dadas las particiones a = (ay,as,...),b = (b1,ba,...) € P, escribiremos
a b

si
k

Zai < Zbi para todo k=1,2,....
i=1 i=1

Asi pues, a << b implica que |a| < |b].

Sea m = méx{¢(a),£(b)}. Escribiremos

a<b

si
k

Zai<2bi, paratodok=1,...,m—1

=1 =1

m m
i=1 i=1

Es evidente que

a—=<<b
£(a) £(b)

a<b<— ZaiZZbi~
=1 =1

Si a << b se dice que a estd mayorada (o mayorizada) débilmente por b. Si a < b se dice
que a estd mayorada (o mayorizada) (en sentido estricto) por b.

Es fécil comprobar que << y < son relaciones de orden (parcial) sobre el conjunto de
todas las particiones P. En efecto,

Para toda a € P, a << ay a < a. (Propiedad reflexiva).

Sia,be P, a=<<bb=<cimplica a << c. (Propiedad transitiva).

Sia,beP, a<<bb<<a=a=b; a=<bb=<a= a=>. (Propiedad antisimétrica).

Demostremos algunas de estas propiedades:

eSia<bb<c= a<<bb=<<cy

L(a) £(b) £(c)

E a; = E b; = E Ci;
i=1 i=1 i=1

lo que implica a << cy
{(a

) 4(c)
a; = Z Cis
i=1

i=1
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De donde, a < c. (]
e Sia<<byb=<a,entonces para todo k=1,2,...,
k k k
Zaigzbm bigzaﬁ
i=1 i=1 i=1 i=1

de aqui que
k k
=Y
i=1 i=1

Luego, a1 = b1, y ademads para todo k = 2,.. .,

k k—1 k k—1
ak:E CLZ'—E aiZE bl—g bi:bk.
i=1 i=1 i=1 i=1

De donde deducimos que a = b. O
Observacion 2.2.1. Si a y b son particiones, entonces a < b siy s6lo si a << by |a| = |b].

Observacion 2.2.2. Larelaciéon de mayoracion < aparece en muchas partes de las Mateméticas
(Algebra, Probabilidades, Estadistica, Investigacién Operativa)[47]. Arnold [3] ha propuesto
llamarle el orden ubicuo. Se halla también en Fisica, Quimica [7] y Economia (curva de Lorenz
sobre las desigualdades del reparto de renta en una poblacién)[47, pag. 5]. Si a < b, entonces
los elementos ay, az, . .., agq) estdn menos dispersos entre si o son mds parecidos entre si que
los elementos b1, ba, .. ., byp)-

2.3. Dualidad y monotonia

El ejemplo de la figura 2.4 ilustra la parte (i) del lema que sigue. Este lema es muy
importante; pone de manifiesto la dualidad existente entre U y + respecto de la conjugacién.
La parte (ii) del lema nos dice que la aplicacién a — @ es monétona decreciente.

Lema 2.3.1. Sia y b son particiones, entonces

(i) aUb=a+b,
(ii) a<beb=<a.

DEMOSTRACION. Primera prueba de (i) El diagrama de a Ub se obtiene tomando las filas
de los diagramas de a y b y disponiéndolas en orden de longitud decreciente. De donde la
longitud de la columna i-ésima del diagrama de a U b es la suma de las longitudes de las
columnas i-ésimas de los diagramas de a y de b; es decir, que

(an)- :&i‘i‘gi-

K2

Esto demuestra (i).
Segunda prueba de (i) Llamemos ¢ := a U b y definamos la funcién

d:{1,2,...,00a) + £(b)} — N*

dada por
d(i) = a; siie{l,....0a)},
© bice sii€{l(a)+1,...,0(a)+£(b)}.
Sabemos que si ¢ = (¢1,¢2,...,C;,...), entonces para cada i = 1,...,¢(a) + £(b),

¢ :=Card{j e {1,....0(a) +£(D)} : ¢; = i};
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y, COmMo
el la)+td)} : ¢; =it ={je{l,....0a)+ L)} : d(j) > i},

se sigue que
¢ :=Card{j e {1,...,4(a)+£4(b)} : d(j) =1i}.

Ahora bien,

{je{1,....00a)+L0b)} : dij) > i}
{kef{l,....0a)} : dk) =i} U{l e {la)+1,...,0a)+L0b)} : d{l) >i}.

donde U denota la unién disjunta de conjuntos; por consiguiente,
¢ =a; +b;.
Esto demuestra (i) por segunda vez.

(ii) Como la conjugada de la particion conjugada de una particién es igual a la propia
particion, basta con demostrar la implicacién a < b = b < a. Lo haremos por reduccién al
absurdo. Supongamos pues que b £ a. Entonces para algtin 7 > 1 tenemos que

by+--+bj<a+---+a;  (1<j<i—1)

b+ +b; > ar+ -+ @y (2.1)

de donde se sigue que b; > a;.
Llamemos 3 := b;, a := a;. De (2.1) se deduce que

bit1+biya+ -+ <aip1 +aigat - (2.2)

pues |a| = |b], dado que la mayoracién a < b es estricta. Ahora bien by 1 + bijo + --- es
igual al niimero de puntos en el diagrama de b que estan situados a la derecha de la columna

i-ésima, y, por lo tanto,
B

l_)i+1 + l_)i_t,_Q + te = Z(bj — Z),

=1
donde se ha tenido en cuenta que 8 o b; es, por definicién, el ntimero de indices j tales que
b: > 1.

] =

Anélogamente
«

Ajy1 + Qjqo + -+ = Z(aj —1).
=1

De aqui que por (2.2) tenemos las desigualdades

a B

D aj—i)> > (b —i) =Y (b — i), (2.3)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

donde la desigualdad de la derecha vale porque 8 > a y b; > i para 1 < j < 8 por la
definicién de b;. Por (2.3) tenemos que

a1+...+aa>b1+...+ba’

lo que contradice a que a < b. O
Otros lemas de interés son los dos siguientes.
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Lema 2.3.2. Monotonia. Si by,...,b., ai,...,a,. son particiones tales que

by << a;, (b < ay),

respectivamente, para 1 = 1,...,r, entonces
T T T T
Ubi<<Uai, (UbiKUai>,
i=1 i=1 i=1 i=1
respectivamente.

DEMOSTRACION. Pongamos

d::Ubi y c::LTJai.
i i=1

Para probar que d << ¢, tenemos que demostrar que para todo k > 1

k k

i=1

=1

Denotemos por b;; (respectivamente, a;;) la componente j-ésima de b; (respectivamente, a;),
t=1,...,7.

Es claro que dy,ds,...,d; son los k términos mas altos en las particiones by, bo,...,b,;
asf pues, dy,ds,...,d; son componentes del principio de algunas particiones b;,, ..., b;, con
1< < <ig <, 1 <q< k. Por lo tanto,

k p1 Pq
S =S o 23
i=1 j=1 j=1
conpr+---+p; =k k=1,2,....
Como b; << a; para i =1,...,r, tenemos que
Pt bt
> b <> ai;, t=1,....q (2.6)
j=1 j=1

Dado que
q Pt
> ai
t=1 j=1
es la suma de k componentes de ¢, y que estas componentes no son necesariamente las
primeras, tenemos que

q Pt
)R) SIS 1 2
t=1 j=1 i=1
De (2.5), (2.6) y (2.7) deducimos (2.4).
Ademas, si b; < a;, parai=1,...,r y llamamos

n = max{l(by) +--- + £(b), l(ar) + -+ £(a,)}

tenemos que

n £(b1) £(br)

Sid = Y byt Y b=

=1 Jj=1 Jj=1
Z(al) Z(ar) n
Za1j+~~+2am—: C;.
j=1 7j=1 =1

Asi, queda probado el lema. O
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Lema 2.3.3. Sean a = (ai,az,...) y b = (b1,ba,...) particiones y sean a = (a1, as,...)
y b= (b1,ba,...) sus particiones conjugadas. Entonces las dos desigualdades siguientes son
equivalentes:

(al,ag,...) =< (bhbg,...), (28)
(61,52, .. ) < (dl +1,a9,.. .)7 (29)

donde
£(b)

l(a)
t:= Zbl — Zai.
i=1 i=1

Cuando ¢t = 0, el Lema 2.3.3 se reduce al Lema 2.3.1 (ii).
DEMOSTRACION. Es claro que si ¢t = 0, la equivalencia

a=<<bsb=<a+(t0,...)

es cierta por la parte (ii) del Lema 2.3.1. Por lo tanto, de aqui en adelante supondremos que
t > 1, y utilizaremos una induccién sobre ¢ para probar la equivalencia de (2.8) y (2.9).
Si t = 1 definimos una particién ¢ de la manera siguiente:

¢i = a;parai=1,...,¢a),
Coay+1 = 1,
¢i = Oparai>{(a)+1

Es facil ver que a << ¢ < b. Sea ¢ la particién conjugada de ¢. Teniendo en cuenta que
¢1 = {(c) tenemos que ¢; = a1 + 1 y, por la definicién de ¢, ¢; = a; para i = 2,3,.... Ademads,
por (ii) del Lema 2.3.1, se tiene que b < ¢. En consecuencia, (2.9) se sigue para t = 1.

Ahora suponemos que t > 1y que (2.8) implica (2.9) hasta ¢ — 1. Definimos una particién
¢ exactamente como para el caso t = 1. Entonces

£(c) £(a) £(b) £(c)
ci—Zaizl y Zbi_zci:t_l-
i=1 i=1 i=1 i=1

También es facil verificar que a << ¢ << b. Por consiguiente, usando la hipétesis de induccién
y el caso t = 1 tenemos que

(by,by,...) < (e1 4+t —1,E0,...) = (a1 + t,a2,...).

Ahora vamos a demostrar que (2.9) implica (2.8). Denotando por d = (dy, ds, . . .) la particién
conjugada de (a; +t,as, ...) obtenemos que

d; =a; para i=1,...,¢0a)(=ay),
di=1 para i=/La)+1,...,4a)+t, (2.10)
d;=0 para ¢>/{(a)+t.

Por (ii) del Lema 2.3.1, (2.9) es equivalente a
(dl, d27 .. ) =< (bl, bz, .. .),

y por (2.10) es claro que
(al,ag, .. ) << (dl,dg, . )

Por consiguiente,
(al, ag, . . ) << (bl,bg, .. )

y el lema queda demostrado. ([l
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Cancelacién de partes iguales

Lema 2.3.4. Sean a y b dos particiones tales que

a < b.
Sea m = méx{l(a),{(b)} y supongamos que existen dos indices I,k € {1,...,m}, tales que
a; = by. Entonces, llamando
a' = (a1, yQi—1, G141, Qm),

bl = (b17~-~7b/€—17b/€+15"'abm)a

se tiene que
a' < bt

DEMOSTRACION.
Caso 1° Supongamos que k < [. Podemos ver las particiones expandidas para mejor

comprension.
a1 2 Z g1 Z Ak 2 g1 200 2 Qo1 2] 2 Qg 2000 2 A

L B R T T e
>, >

by = -
b= >bp b, >
Entonces
bj=0b; sil<j<k-1,
a;—aj sil<y<Il—-1.

k k41
1 .
E a; = aj — Qk+1;
Jj=1 Jj=1
pero,
agpi1 = a; = by implica  —agy1 < —bg.
Por consiguiente,
k+1 k+1 k+1
§ aj*ak+1<5 aj*bkgé b; —b;
j=1 j=1 j=1

=b1+"'+bk_1+bk+bk+1—bk

k
=bl 4+ by +b =) b;

=1
Por ende,

a} < Zb]l

k
=1 j=1

J
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Subcaso 1.1. Si k+ 1 =1, se tiene para las sumas parciales I-ésimas de a' y b' que

1 141 41
ZG}Z aj—azSzbj—bkzbl+~--+bk—1++bk+1+bk+2—
j=1 j=1 j=1

=b1 4 4 bp—1+ bpg1 + bigo

Subcaso 1.2. Si k + 1 < I, sea cualquier indice p tal que £ + 1 < p < [; entonces

ap > a; =bg, loqueimplica —a, < —by.
De donde,
P p+1 p+1
Jj=1 j=1 j=1

=by+- -+ bp_1 +bpp1+ -+ bpp
P
1
=205
j=1

Si p satisface | <p < m — 1,
p+1 p+1 p+1

P
SEEDSIRIED SURVES SRS 312
j=1 j=1 Jj=1

Caso 2° Supongamos ahora que | < k. Podemos ver las particiones expandidas como
antes.

ap = - CZ k-1 2 Ak 2 Qg Z 00 2 O

by> - >big > z>bl+1>~-->bk_1>>bk+1>--~>bm

Sipe{l,...,l — 1}, se tiene que

Jj=1 Jj=1 j:1 Jj=1

=

Para p = [, como a;4+1 < ay,
l l
a%+...+all:a1_|_..._|_al_1_|_al+1<a1+..-+al+al<2bj:z:b]l.
j=1 Jj=1

Cuando | < p < k,
a%+"'+a}+"'+aé:al+"'+al—l+al+l+"'+ap+1,
y sumando miembro a miembro las desigualdades
a1 < agy ..., 0p41 < Ap,
deducimos que

al+"'+al71+al+1+”'+ap+1<a1+"'+al71+al+”'+ap'
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Por lo tanto,
a%_i'_..._’_all_'_..._’_a;‘)<a[1+...+alil+bl+...+bp:Zb;.

Finalmente, si k <p<m —1,

a%+...+a;:a1+...+al—1+al+1+...+ak‘+.’.+ap+l
:a1_|_...+al_1+al+al+1+...+ak+...+ap+1_al
S+ +bpr—ag=b 4+ b+ F by — by
=bi 4 bp1 b1+ by = by 4o+ by

por tanto,
1 1 1 1
a1+~~~+ap<b1—|—~~—|—bp.

Ademés es obvio que |a| = |b| y a; = by implican que |a!| = |b!|. Por consiguiente,
al <o
O

Lema 2.3.5. Sean a y b particiones que satisfacen a < b. Supongamos que existen enteros

1<i1<i2<~~<ik<€(a),1<j1<j2<~'<jk<€(b)

tales que
a;, = bjl,ah = bj2,. cey Qg = bjk'
Llamemos
al = (al, ey ai1,17ai1+17 ...... ,aik,l, aik+1, ceey a,g(a)70, .. .),
bl = (bl, ey bj1—17bj1+17 ...... 7bjk—17 bjk+17 ey bé(b)707 . )

Entonces a* < bl.

DEMOSTRACION. A partir del Lema 2.3.4 se demuestra facilmente por induccién sobre k. O

2.4. Transformaciones elementales de particiones

Definicién 2.4.1. Sean a = (aj,as,...) y ¢ = (c1,¢a,...) particiones. Decimos que ¢ se ha
obtenido a partir de a por una transformacion elemental siempre que existan dos indices j y
k (j < k) tales que

ci=a;+1, cx=ar—1 y ¢ =a; paratodoi # j, k.
Bajo estas condiciones es evidente que a < c.
Observacion 2.4.1. Para que pueda hacerse esta transformacion elemental en la particion
a = (al,...,aj,...,ak,...)

es preciso que
A1y, 051,05 + laaj-‘rla sy Af—1,0) — 17ak+17 ce

stga siendo una sucesion decreciente; es decir, es necesario que

aj—1 = a;+1, ap — 12 agy1.
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Figura 2.6: Transformacién elemental sobre a.

Si pensamos en el diagrama de a, una transformacion elemental sobre a consiste en llevar
el dltimo punto de la fila £ moviéndolo hacia arriba a la derecha afiadiéndolo al dltimo lugar
de la fila j. El diagrama resultante debe ser un diagrama de una particién (es decir, debe
resultar en escalera sin salientes). Véase la figura 2.6.

Lema 2.4.1. Sean a y b particiones. La particion b se puede obtener de a por una transfor-
macion elemental si y solo si a se puede obtener de b por una transformacion elemental.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen indices j, k, j < k tales que
bj =a; + 1,
bk = 0 — 1;
b; = a; para todo i # j, k.

Por la Observacién 2.4.1,
aj—1 >aj—|—1, ar —1 2 ag41-

Llamemos [ := ay, m := a; + 1. Veremos que

Esto probard que a se obtiene a partir de b por una transformacién elemental que afecta a
las partes de b de subindices [ y m, y deja invariantes las otras partes.

(1) Como a; + 1> a; > ay, se sigue que m > [.

(11) Por definicién -
by = by, = Card{p : b, > ax}; (2.1)

por ser by, = ap—1 se sigue que by, < ay; mientras que para cadap € {1,...,k—1},p # 7,

bp:ap>ak;



SEC. 2.4 TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE PARTICIONES 29

ademds, b; = a; + 1 > a; > ay; por tanto,
Card{p:b, > ar} =k —1. (2.2)

Por otra parte,
ap = Qq, ={p:ap > ar} =k, (2.3)

ya que ap > ap — 1 > ajpyq1. Por (2.1),(2.2) v (2.3), by = @; — 1; de donde

C_LlZI_)l—l—l.

(1) Por las definiciones - -
b = ba;+1 = Card{p: b, > a; + 1};
como a; + 1 = b;, se tiene que

by = Card{p : b, > b;}. (2.4)

Probemos que
Card{p: b, > b;} = j; (2.5)

en efecto, es obvio que
Card{p : b, > b;} > j;

para que este cardinal fuera > j seria preciso que
bj = bjt1.

Pero vamos a probar que esta igualdad es imposible, tanto si j + 1 < j (Caso 1) como
sij+ 1=k (Caso 2).

Caso 1. Sij+ 1 <k, entonces
aj +1=0bj=bjy1 = a;j4;

lo que implicaria
a; < a; +1= Aj41;

de donde a; < a;11, que es absurdo.

Caso 2. Sij+ 1=k, entonces
aj+1:bj:bj+1:bk:ak—1;
luego

aj +1=aj41 —1,
ij+2:aj+1,
aj; <aj—|—2:aj+1,

lo que implica a; < a;41, que es absurdo.
Como b; > bj41 y la igualdad b; = b1 es imposible, debera ser
bj > bj+1;

por consiguiente
Card{p : by, > b;} = J.

Por otra parte,
Uy = Gq;41 = Card{p: ap > a; + 1}.
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Demostraremos que
Card{p:ap,>aj+1}=j—1;

en efecto, a1 > ... > aj—1 > a; + 1 por la Observacién 2.4.1; por lo que
Card{p:ap >a; +1} > j— 1.

Para que este cardinal fuera > j — 1 serfa preciso que a; > a; + 1; lo que es imposible
pues a; < aj+ 1. Por tanto, a,, = j — 1, y, en virtud de (2.4) y (2.5), by, = j = am + 1;
de donde

Ay, = by, — 1.

(rv) Para todo ¢ # I, m queremos demostrar que a; = b;. Pero esto es evidente pensando
en los diagramas de Young de las particiones a y b. En la Figura 2.7, vemos que en
las filas se describe la transformacién elemental sobre a que lleva el tltimo punto de
la fila k-ésima a continuacién del Gltimo punto de la fila j-ésima. El nimero de puntos

en la columna i-ésima nos da las partes a; de a y b; de b. Observamos que todas las
columnas, excepto las de indices [ y m, tienen los mismos puntos para b y a.

l m
[ ] [ ) [ ) [ ) [ [ )
[ ] [ ) [ ) [ ) [ )
[ ] [ ) [ ) [ ] [

Figura 2.7: Transformando a en b.

La demostracién de que si a se puede obtener de b por una transformacién elemental,
entonces b se puede obtener de a por una transformacion elemental se hace de manera analoga.
|

Si giramos —90z la Figura 2.7 sobre la esquina superior izquierda se obtiene la Figura 2.8
que muestra claramente la reconstruccién de @ partiendo de b al subir el punto o.

Subindices de las partes afectadas

Si la particion a es transformada en la particion b por una transformacién elemental, y
J,k con j < k son los subindices de las partes de a que cambian

bj:i=a; +1, by:=ar—1;

llamando
l:=ar, m:=a;+1,

se sigue que | < m y, ademés, a; = b; 4+ 1, Gy = by, — 1 y @; = b; para todo i # I, m.
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l m
[ ) [ ] [ ) [ ) [ ) [ ]
[ ) [ ] [ ] [ ) [ )
[ ) [ ] [ ] [ ) [ )

Figura 2.8: Transformando b en a.

Reciprocamente, supongamos que la particién conjugada b es transformada en la particién
conjugada a por medio de una transformacién elemental. En tales condiciones, si [ y m son
subindices tales que

l<m,ag=b +1,am =bm—1,a; = b; para todo i # I, m,

llamando
ji=Qm, k:=a+1,

se sigue que
j<k,bj=a;+1,by =ar—1,b; = a; para todo i # j, k.
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Consideremos a continuacién un ejemplo que nos muestra una particiéon de 16, b, que
mayoriza a otra particién a, y también que b puede obtenerse a partir de a efectuado una
cadena finita de transformaciones elementales.

Ejemplo 2.4.1. Sean las particiones de 16
a=(3,3,2,2,2,1,1,1,1,0,...), b=(54,3,2,1,1,0,...).

Se verifica que a < b comprobando las desigualdades:

N

3<5,
3+3<5+4,
3+3+2<5+443,
3+3+2+2<5+4+3+2,
3+3+2+24+2<5+4+3+2+1,
3+3+24+24+24+1<5+4+3+2+1+1,
3+3+2+24+24+1+1<54+44+3+2+1+1+0,
3+34+24+24+24+14+14+1<5+4+34+2+1+1+0+0,
34342424241 +1+14+1=54+4+3+2+1+14+04+0+0.

Hay una sucesion finita de transformaciones elementales que lleva a a b. Indiquémoslas:
4 T { 7
a=1(3,3,2,2,2,1,1,1,1) < (4,3,2,2,2,1,1,1)

{ T {7
< (573a272727 17 1) = (5747272a2a 1)
< (5,4,3,2,1,1) = b.

Esta cadena de transformaciones es ilustrada mediante la figura miltiple 2.9.

Figura 2.9: Cadena de sucesivas particiones.

Este hecho no es casual como lo muestra el lema importante siguiente.

Lema 2.4.2. Sean a = (a1,as,...) yb = (b1, ba,...) particiones siendo a # b. Entonces a < b
st y solo si b puede ser obtenida a partir de a mediante un nimero finito de transformaciones
elementales.

DEMOSTRACION. Si b se obtiene de a por medio de una sucesién finita de transformaciones
elementales, es claro que a < b.
Reciprocamente, sea a < b con a # b. Llamemos n := méx{¢(a),£(b)}. Sea ¢ := mix{i :

a; # b;}. Como

al+"'+ae+ae+1+~'+an:b1+"~+be+bz+1+~'+bn

ag+1 = bl+17 ey Oy = bn,
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se sigue que
ay+---+ag=>by+---+ by (2.6)

Pero
ap+---+apy Kb+ by
mas aun,
a1+~~-+a¢,1<b1+~-~+bg,1, (27)

pues si fuera a; + -4+ ag—1 = by + -+ by—1, (2.6) implicaria que a; = by, en contradiccién
con la definicién de £. De (2.6) y (2.7) se sigue que

ag > by. (2.8)

Debe haber algtn indice ¢ tal que a; < b;, puesto que si ocurriera que a; > b; para todo
1€ {1,...,n}, la desigualdad (2.8) implicaria que

aL+ -+ an, >by+ -+ by,

contradiciendo a que a < b. Asf pues, el conjunto {7 : a; < b;} es no vacio. Sea j := max{i :
a; < bi}. Por lo tanto, a; < bj; lo que implica a; # b;, y esto, a su vez, que j < ¢; pero
ag £ by, luego deberd ser j < £. En consecuencia, el conjunto {3 : j < i,a; > b;} es no vacio,
puesto que £ es uno de sus elementos. Tiene sentido, pues, considerar el elemento

k:=min{i:j <i,a; > b};

asi pues, j < k.
Con palabras, j es el maximo indice tal que a; < b, y k es el minimo indice mayor que
j tal que ap > by. Previamente, hemos probado que tales indices maximo y minimo existen.
Por la eleccién de j y k,
b; >a; = ar > by

a; =b; paratodo ie{j+1,...,k—1}.

Definamos la particion ¢ := (¢1,ca,...) como

C; 1= bi Sii;éj,k,
cji=b; —1,
cp =br + 1,

Veamos, en primer lugar, que c1 = co = -+ = Cp.
Las desigualdades triviales son ignoradas. Primero,

Cj—1 :bj,1 2[)] >bj—1:Cj.

De b; > a; > aj41 = bj41, se sigue que b; > bjyq, y, por tanto, b; — 1 > b;;q. Luego,
Cj = bj —1 2 bj+1 = Cj+1-
A partir de by_1 = ap_1 = ap > bg, se deduce que by_1 > by; de donde, by_1 > by + 1.
Asipues, c_1 = b1 = b +1 = cy.
Por otro lado,
c,=bp+1>b; > bk+1 = Ck+1-

Comprobemos, en sequndo lugar, que ¢ < b:
Para todor € {1,...,5—1}, > ¢ => ., b; ademds

Cl+"'+Cj_1+Cj:bl+"'+bj_1+(bj71)<b1+"'+bj_1+bj.
Para todo s € {j+1,...,k— 1},

Cl+"'+cs:bl+"'+(bj_1)+bj+1+"‘+bs<b1+"’+bj+bj+1+"'+bs~
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Para k,
it ep = bt (b= 1) 4ot (b 1) = by 4o by by
Para todot € {k+1,...,n},

citote = byt (=) b (b 1)+ by
= b4+

En tercer lugar, probemos que a < c:
Para todo v € {1,...,5 — 1},

v v v
I SIS it
i=1 i=1 i=1
Para j, como ¢; = b; — 1 > ay, se sigue que
J J
dei=bittbiateza+tata =) a.
i=1 i=1
Para todov € {j+1,...,k—1},dado que ¢; =b; = a; parai =j+1,...,k — 1, se tiene
que
v v
IS
i=1 i=1
Para k,
cotteprtag=b4+ A+ +1) b+ b = a1+t ag

Para todo v > k,

C1+"'+Cu:ler"'Jr(bj*1)+"'+(bk+1)+"'+by201+"'+ay

y
Cl+"'+0n:b1+"'+(bj—1)+"'+(bk+1)+"‘+bn:a1+"'+an~
Ahora, llamemos discrepancia de a a b, a la cantidad
d(a,b) = Z |b2 — ai|.
i=1
Entonces,

dla,e) =Y lei—ail = Y |bi —ail +|bj — a; — 1| + |bx — ax + 1;
= ik
ahora bien, b; —a; > 0y aj — by > 0; luego
lbj —a; =1 = |bj —a;| -1
by —ar+ 1| = J|ag—bp— 1| =l|ag —bg| — 1= |bp —ar| — 1.
Por consiguiente,

d(a,c) = |b; — a;| — 2 =d(a,b) — 2.
i=1

Si d(a,c¢) > 0, partiendo de la particién ¢ y reiterando el proceso un ntimero finito de veces,
debemos llegar a la particién a. ([
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2.5. Orden lexicografico

El orden lexicografico u orden del diccionario es el orden en el que estan colocadas las
palabras en un diccionario de un idioma. Este orden depende del orden de las letras en el

abecedario (o alfabeto) del idioma; en nuestro caso: a, b, ¢, ..., X, y, z. De igual manera, el
orden habitual en el conjunto de los nimeros naturales N es el orden lexicografico mirando
los niimeros naturales como “palabras” escritas con las “letras” 0, 1, 2, 3, ..., 9. Por ejemplo,

el ntimero natural 112 es una “palabra” escrita con las “letras” (o cifras) 1 y 2. Formalizando
este concepto podemos dar la definiciéon que sigue.

Definicién 2.5.1. Sea A un conjunto ordenado totalmente por una relacién de orden <. Sea
n un entero positivo. Dados dos elementos (a1, as,...,an) v (B1, B2, ..., 8n) del producto
cartesiano de A por si mismo n veces, A™, diremos que

(a17a2a"'7an) < (61a527"'76n)

si ambas n-tuplas son iguales, o bien a; < 1, o cuando a1 = B1,..., ;1 = Bi—1,; £ B,
se tiene que oy < ;. Esta relacién de orden en A™ se llama el orden lexicogrifico y también
la denotamos por <; es asimismo una relacién de orden total.

En el ejemplo del diccionario de un idioma podemos considerar que A es el alfabeto
{a,b,c,...,z,y,2} dotado del orden natural a < b < ¢ < --- <z <y < z. Y que el léxi-
co £ del diccionario es un subconjunto del conjunto UﬂilAk siendo M el maximo niimero
de letras (o longitud) de una palabra de dicho idioma, donde cada A* estd ordenado le-
xicograficamente. La relacién de orden utilizada en £ es algo diferente de la dada en la
Definicién 2.5.1: para indicarla se identifica cada palabra de longitud n con una n-tupla de
letras; por ejemplo, “zapato” se identifica con (z,a,p,a,t,0) € A®; dadas dos “palabras”

distintas a = (a1,a2,...,am,),b = (b1,ba,...,b,) € L se dice que a es anterior (o menor)
que b si (ag,a9,...,am) < (b1,ba,...,by) en el orden lexicografico de A™ cuando m < n, o
(a1,az2,...,a,) < (b1,ba,...,by,) en el orden lexicografico de A™ en caso contrario.

De modo andlogo al representar un nimero natural por su expresion en la base diez, N
se puede identificar con la unién
o0
k
U4
k=0

donde convendremos en que A := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ordenado con el orden natural
0<1<2<3<4<5<6<7<8<9yqueA’:={0}; estando dotado cada conjunto A*
del orden lexicografico. La relacién de orden natural < en N resulta de considerar que, dados
p,q €N, se tiene que p < ¢ si p < ¢ en el orden lexicografico de AF si ambos p y g pertenecen
al mismo A*, o bien p € A¥ q € A’, con k < {. Sin embargo, esto es innecesariamente
complicado y resulta més sencillo suponer que los dos ntimeros naturales p y ¢ tienen el
mismo numero de cifras, d, en su desarrollo decimal, afiadiendo ceros a la izquierda del que
tenga menos cifras, y haciendo la comparacién en A%.

Dado que N resulta asi totalmente ordenado, para cada entero n > 0 podemos considerar
el producto cartesiano N ordenado por el orden lexicografico inducido por el orden natural
de N. En particular, si denotamos por P,, al conjunto de particiones de n, podemos considerar
que P,, € N™ identificando cada particiéon a = (ay,as,...) con la n-tupla (aj,as,...,a,). De
esta manera obtenemos sobre P,, una relacién de orden total: el orden lexicografico < de N™.
Es importante no confundir este orden < en P,, con el orden de mayoracién <. De hecho,
sobre P,, vamos a definir a renglon seguido dos nuevas relaciones de orden.

Definicién 2.5.2. Sean a := (a1, az,...,a,),b := (b1,ba,...,b,) € P,. Llamaremos orden
lexicografico inverso en P, a la relacion de orden definida por

I
a<b

si @ = b, o bien a; > by, o cuando a; = by,...,a;_1 = b;_1,a; # b;, se tiene que a; > b;.
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I I I
Asi, las particiones de 4 estdan ordenadas segiin < de este modo (4,0,0,0) < (3,1,0,0) <
I I
(2,2,0,0) < (2,1,1,0) < (1,1,1,1).
Definicién 2.5.3. Sean a := (aj,as,...,a,),b := (b1,ba,...,b,) € P,. Llamaremos orden

lexicografico transpuesto en P, a la relacién de orden definida por

a<b
si (Gn,@p-1,...,02,a1) < (bn,bp_1,...,b2,b1), donde < es el orden lexicografico habitual de
N,
T T T T

Curiosamente, también (4,0,0,0) < (3,1,0,0) < (2,2,0,0) < (2,1,1,0) < (1,1,1,1). Pero

este hecho no es general, como se puede ver con el siguiente ejemplo: Para las particiones
1

a=(3,1,1,1,0,0) y b = (2,2,2,0,0,0) de 6 se tiene que a < b pues a; = 3 > 2 = by, pero

T
b < a ya que 000222 < 001113.
Para estos érdenes de P, también existe un resultado de dualidad que los relaciona con
la conjugacién de particiones y que tiene cierta analogfa con la parte (ii) del Lema 2.3.1.

Proposicién 2.5.1. Sean a,b € P,,. Entonces
T 1
a<be=b<a.

T
DEMOSTRACION. Supongamos que a < by a # b. Entonces

(a'ruanfla ey A1, Ay e e ey al) < (bn7 bnfla e abi+17bi7 e abl)a
donde < es el orden lexicografico de N™. Asi pues, para algin entero i > 1 se tiene que
ap =bp,. . 0401 =bix1 Yy a; <b.

Si llamamos k := a; y consideramos los diagramas de a y b, vemos que a; = by, ..., a5 = bg

_ 1
y que ag+1 < bgy1; por lo tanto, b < a. El reciproco se demuestra de manera semejante. O

2.6. Una identidad sobre particiones

Vamos a exponer a continuaciéon una identidad notable, que relaciona dos particiones
con el producto “escalar” de sus particiones conjugadas. Consideremos el producto escalar

ordinario en RY
N
T-Y = E TrYk,
k=1

siendo = (z1,...,2n), Y = (y1,...,yn) vectores de RYV. Para multiplicar escalarmente dos
particiones las consideraremos como vectores de RN para cualquier N mayor o igual que las
longitudes de las mismas.

Proposicién 2.6.1. Sean m = (mq,...,my,0,...) yn = (n1,...,n4,0,...) particiones de
longitudes p y q, respectivamente. Sean T y T sus particiones conjugadas respectivas, y sea
N := méx(¢(m), {(n)). Llamemos I :={1,...,p} x {1,...,q}. Entonces

> min(mi,n;)=m-n,  mmeRY. (2.1)
(i,5)eI

Antes de dar la demostracién analicemos esta identidad en el ejemplo siguiente.
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Ejemplo 2.6.1. Sean
m = (5,4,4,3,2,0,0,0,0,...), p=~{(m)=5,
n:(474737372727171707"')7 q

Liamemos p;; := min(m;,n;) y sea M la matriz p x q cuyos elementos son los p;j. En este
caso,

4 4 3 3 2 2 11
4 4 3 3 2 2 11
M = 4 4 3 3 2 2 11
333 3 2 2 11
22 2 2 2 2 11

Es facil comprobar que todos los elementos de esta matriz suman 92:
My =Y piy = 92.
(i,5)€l

Por otro lado,
m = (5,5,4,3,1,0,...),
n=(8,6,4,2,0,0,...);

asi pues,

m-n=5-84+5-64+4-4+3-2+1-0=40+30+16+6 =92.

Daremos una idea intuitiva de la demostracion de esta igualdad sobre este ejemplo. En primer
lugar, todos los elementos de M son mayores o iguales que 1. En M hay 5-8 = 40 elementos.
Consideramos la suma Z(Z—’ jyer Mg si a cada elemento de M le restamos una unidad y
aumentamos 40, la suma permanece igual:

> =58+ > (nj—1)=40+52=
(i,g)el (i,g)€el

Card{(i,j) € I+ pi; > 13+ > (ui; — 1).
(i,)€l

Sea la matriz M; = (uij — 1); M es la matriz obtenida a partir de M restando 1 a cada uno
de sus elementos:

332 21100
332 21100
M, = 332 21100 ;
22 2 21100
11111100

obviamente ||M;||; = 52.
A continuacién restamos 1 a cada elemento no nulo de M; y anadimos este ntimero de
unos a la suma de la matriz que resulta:

52= > (uj—1)=30+ > (i —2)=

(i.5)el (6,3) €L iy 22

Card{(i,j) € T :pij =2} + D (i —2) =30+22.
(i,5)€1,pi; 22

Asi hemos obtenido la matriz

My =

O~ NN
O~ N NN
O =
O~ = = =
OO O oo
OO O OO
S oo oo
oo o oo
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cuyo elemento del lugar ij es méax(u;; —2,0). La norma subuno de Ms es igual a 22. Restamos
1 a los elementos no nulos de My y sumamos 16 unidades; entonces resulta

22=16+ > (uy—3)=
(i,j)EI,MiJZS

Card{(i,j) € I+ py; =3+ > (p; —3)=16+6.
(4,) €1, pi5>3

Tras este proceso, hemos obtenido la matriz

M3

Il
OO~ =
OO R
O OO oo
OO O OO
(el en i en B e I @)
SO o oo
OO O OO
OO oo O

Es evidente que Ms = (max(u;; — 3,0)) y que || Ms]|; = 6.
Finalmente, restamos 1 a los elementos no nulos de M3 y sumamos 6 unidades; se sigue
que
6 =06+40=Card{(i,j) € I : p;; > 4}.

Observemos que 92 = 40 + 30 4+ 16 4 6. Es decir, que

4

92 =Y Card{(i,) € I : pij > k}.
k=1

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.6.1. Sea f1;; := min(m;, n;) para cada (i,j) € I.
Vamos a demostrar por induccién sobre t que

Z Hij = anrd{(ivj) €1y > k} + Z (/J:ij — t) (2.2)

(i.5)el k=1 (4.3) €l pig >t
En efecto, para t = 1 es obvio que

S owii=pg+ Y (i —1) =

(i,5)€l (i,5)€1
Card{(i,j) € I - pij > 1} + > (mij — 1).
(i)er

Supongamos ahora cierta la férmula (2.2) para ¢t y demostremos que es cierta para t + 1: El
conjunto de los elementos (7,j) € I tales que p;; > t es igual a la unién del conjunto de los
pares (i,j) € I tales que p;; =t con el conjunto de los (i,5) € I tales que p;; > t+ 1. Asi

pues,
Yo ==Y, (w—tH+ Y (w—t)=

(4,5)€l,pij >t (1,5)€l,pij=t (4,) €T, pij >t +1

0+ > (wy—t)=

(4,5) €L iz =2t+1

Z (pij —t —1) + Card{(i,j) € I : py; =2t + 1} =
(i’j)elvl‘ijZIH’l

(4,9) €1, pij>t41
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que m; > nq; entonces poniendo ¢t = nq en (2.2)
resulta que

S =Y Card{(i,j) €I : iy > k).

(IS k=1
Pero,
{Gelp;zky={ie{l,...;p} :m; =k} x{je{l,....q} :n; >k},
lo que por la Definicién 2.1.2 de particiéon conjugada nos da

niy
E Wij = E M.
k=1

(i,5)€l

2.7. Ejercicios

Ejercicio 2.1. Sean a y b particiones. Demostrar que |a U b| = |a| + |b].

Ejercicio 2.2. Toda particién de n en m partes puede ser considerada como una soluciéon
en enteros y; de la ecuacién
ity t ot Ym =0,

con las condiciones y1 > y2 = -+ 2 ym = 1.

(1) Probar que hay tantas particiones de n como soluciones enteras (z1,s,...,z,) de la
ecuacién
r1+ 229+ +nxr, =n

con z; > 0 (= nimero de partes iguales a i).

(2) Probar que hay tantas particiones de n con m partes como soluciones enteras no nega-
tivas (21, xa,...,x,) del sistema de dos ecuaciones

{;z:1+2:c2+-~-+m:n:n,
T1+x2+ -+ xy =m.

Ejercicio 2.3. Denotemos por p,,(n) el nimero de particiones de n que tienen m partes.
Demostrar que
(a) pp—2(n) =2, n=4.
(b) pn—s(n) =3, n=6.
(c)
(d)
)
)

p2(n) = [n/2], donde [n/2] denota el mayor entero < n/2.
Pm(n) = pm—1(n—1) + pm(n—m), 1<m<n.
(e) Construir una tabla de valores de p,,(n) paral<m<n, 1<n<7.

(f) El ntimero de particiones de n es el nimero
n
p(n) = Z pm(n)-
m=1

Calcular p(n) para 1 <n < 7.

Ejercicio 2.4. Escribir explicitamente
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(a) las 11 particiones de 6.
(b) las 7 particiones de 6 que tienen a lo mds 3 partes.
(c) las 7 particiones de 6 cuyas partes son menores o iguales que 3.
Ejercicio 2.5. Sea a = (7,5, 3,3,3). Encontrar a
(1) usando diagramas de Young.
(2) usando la Definicién 2.1.2.
Ejercicio 2.6. ;Cuéles de las particiones siguientes son autoconjugadas?
a) (6,5,4,3,2,1)
b) (5,4,4,2,1)
c) (4,3,3,1)
d) (5,5,3,3)
e) (6,4,2,2,1)
f) (4,1,1,1)

A~ o~~~

(
(
(
(
(
(

Ejercicio 2.7. Sean las particiones de 16
a=(505,33) vy b=(7,54).
= Comprobar que a < b.

= Hallar una sucesién finita de transformaciones elementales de particiones que transfor-
ma a en b. jEs Unica esta sucesion?

Ejercicio 2.8. Se llama diagrama de Hasse de un conjunto finito parcialmente ordenado
(P, <), 0 esquema de dominacién inmediata, a un diagrama que consiste en nodos que repre-
sentan los elementos de P y segmentos rectilineos que unen algunos de estos nodos. A saber,
para cada y hay un segmento (hacia abajo) de y a cualquier z si < y pero no existe ningin
z € P estrictamente entre z e y: © < z < y no se satisface para ningun z.

Por ejemplo, el diagrama de Hasse del conjunto de los divisores positivos de 12 ordenados

por la divisibilidad viene dado en la figura 2.10.

AVAN

Figura 2.10: Diagrama de Hasse de los divisores de 12.

Tréazese el diagrama de Hasse del conjunto de particiones de 6 ordenado por la mayoracién
estricta <.

Ejercicio 2.9. La figura 2.11 muestra el diagrama de Hasse imcompleto del conjunto de las
42 particiones de 10 ordenado por la mayoracién estricta <. Afiddanse las particiones que
faltan.
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O (10)

O (91)

O (82)
1IiiIIIIIII..DQ(ﬁ$
g
OB O (5,5)

SLARRY " o4
6.2,1,1) 5.3,2)

1=

OA53 L) O(4,4,2)
A (6,1,1,1,1) O(5,22,1) S (4,4,1,1) O (4,3,3)
=7 o122.) o (333.1)
~ (5,1,1,1,1,1) Jl!HHIIIIII",.(&&zm
o 7 (3.3,2,1,1)
oqﬂﬂiilllllllll(&zzzn
& (4,1,1,1,1,1,1) O O (2,2,2.2,2)
o A (2,2,2,2,1,1)

o 2.2,1,1,1,1,1,1)

O (2,1,1,1,1,1,1,1,1)

O (L1,1,1,11,1,1,1.1)

Figura 2.11: Diagrama de Hasse de las particiones de 10.
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Ejercicio 2.10. Encontrar todas las particiones de 8 que
(a) mayoran a (5,3).
(b) estan mayoradas por (3,2,2,1).
Ejercicio 2.11. Encontrar el menor entero n que tiene tres particiones autoconjugadas.

Ejercicio 2.12. Sia = (a1, az,...) es una particién y a = (ay, az, ...) es su particién conju-
gada, demostrar que
Eli+1 - ELi = Card{j Ca; = ’L}

Ejercicio 2.13. Sean a y b particiones y sea ¢ := a Ub. Demostrar las desigualdades
Citj—1 < max{a;, b},
min{a;,b;} < ¢iyj.
Ejercicio 2.14. Sean a y b particiones. Demostrar que
(a) Si a < b, para cualquier particién ¢, se sigue que aUc < bUc.

(b) Si para alguna particién ¢ se satisface a U ¢ < b U ¢, entonces a < b.

Ejercicio 2.15. Si a y b son particiones, (i) jes cierto que a + b = a U b? (ii)jes cierto que
aUb<a+b?

Ejercicio 2.16. Sean by, ...,b,,a1,...,a, particiones que satisfacen las condiciones: (1) para
cadai=1,...,mb; << a; y (2) Ul_;b; < U_,a;. Demostrar que para todo i = 1,...,r,b; <
a;. {Subsiste esta conclusion si retiramos la hip6tesis (1)?

Ejercicio 2.17. Dada una particién p, denotemos por F(p) la media aritmética de sus partes.
Sean a y b particiones tales que a < b; demostrar que esto implica que

E(a) < E(b).

Ejercicio 2.18. Demostrar que el niimero de particiones de n en partes distintas e impares
es igual al nimero de particiones de n autoconjugadas.

Indicacion. Utilizar la biyeccién que a cada particion de n en partes distintas e impares le
asocia una particion de n autoconjugada, como sugiere el ejemplo de la figura 2.12; para
n = 11, en la que cada parte (impar) de la particién 7+ 3 + 1 = 11 da lugar a un “dngulo
recto” en el diagrama de la particién autoconjugada 4 +3 +3 + 1 = 11.

. . . . . . . . . . °
. . ° — ° . °
. ° . .

.

Figura 2.12: Biyeccién asociada a las particiones autoconjugadas.

Ejercicio 2.19. Mediante la biyeccion que asocia a una particién su particion conjugada,
demostrar que el nimero, p(n, m), de particiones de n que tienen a lo mds m partes es igual
al nimero de particiones de n cuyas partes son menores o iguales que m.

Demostrar también que p(n,m) es igual al niimero de particiones de n + m cuya parte
mayor es igual a m.
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Ejercicio 2.20. Denotemos por p(n, m) el nimero de particiones de n en a lo mas m partes;
asf pues, el nimero de particiones de n con m partes, p,,(n), es igual a p(n,m) —p(n,m —1).
Demostrar que si 1 < n < m se tiene que p(n,m) = p(n) y, para 2 < m < n:
p(n,m) = p(n,m — 1) + p(n —m,m);
p(n,1) =1, p(0,m) := 1.

Ejercicio 2.21. Asociando a cada particién n =a; +as +---+ a,, con ay > ag > - >
am = 1 la m-tupla (b1,bo,...,bym—1,by) definida por

by:=a1—as—1,..., by_1:=Qm_1 — Qm — 1, by, :== ay, — 1,

demostrar que el ntimero de particiones de n en m partes diferentes es igual al ntimero de
particiones de n — (mg‘l) en a lo mds m partes (< en partes < m).

Ejercicio 2.22. Utilizando el diagrama de puntos de una particiéon, demostrar que el ntimero
de particiones a de n cuya particién conjugada a = (a1, ae, ...) verifica que a; = aq, es igual

a
[n/2]

p*(n) :=p(n) —p(n—1) = > p(n - 2m,m),

m=1

donde p(n — 2m,m) denota el nimero de particiones de n — 2m en a lo mas m partes.
{Qué significa a; = as en términos de las partes de a? Deducir de esta interpretacion que
p*(n) es una sucesion creciente. Por lo tanto, la sucesién p(n) es convexa, es decir que

A?p(n) :=p(n +2) = 2p(n +1) +p(n) > 0
para todo n > 1.
Ejercicio 2.23.

(1) Sean a = (aj,as,...) y ¢ = (c1,c2,...) particiones tales que ¢ puede obtenerse de a por
una transformacién elemental. Demostrar que esto implica que

£(c)

L(a)
Z a? < Z 2.
i=1 i=1

(2) Sean a = (a,as,...) y b = (b1,ba,...) particiones tales que a << b. Demostrar que

entonces
£(b)

l(a)
> ar < )b
i=1 i=1
déndose la igualdad si y s6lo si a = b.
Ejercicio 2.24. Sean las particiones de 6 a = (2,2,1,1,0,0),b = (3,2,1,0,0,0); comprobar
T 1
que a < by que b < a,b < a. Demostrar que, en general, si a,b € P,, satisfacen a < b,

T 1
entonces se sigue que b < ay b < a.
Considerando las particiones a = (5,5,1,1),b = (6,3, 3) de 12, demostrar que el reciproco
no es cierto.

Ejercicio 2.25. Sean 0 < n; < no < - < n-y 0 < my < mg < --- < my sucesiones
crecientes de enteros. Demostrar que

T kA S S T S
Z Z min(n;,n;) + Z Zmin(mi, mj) — 2 Z Zmin(ni, m;) =0
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

y que la igualdad a 0 ocurre si y sélo si r = s y n; = m; para todo i.
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Ejercicio 2.26. Si a = (a1,aq,...,a;,) es una particién de un entero positivo en m partes
y @ = (a1, as,...) es su particién conjugada, demostrar que

a1 +3as +5ag + -+ (2m — Va,, = aj + a3+ +a.,.

Ejercicio 2.27. Seanry > ro > -+ 21y yC1 = Cco = -+ = ¢, enteros no negativos. Una
condicién necesaria y suficiente para que exista una matriz m X n de ceros y unos cuyas filas
sumen r1,7Ts, ..., Tm, respectivamente, y cuyas columnas sumen ¢y, ca, . . . , ¢, Tespectivamen-
te, es que

c<r,

donde ¢ := (¢1,¢a,...,¢n) y = (1,72, ...,7m).(Teorema de Gale y Ryser, 1957. Véase [47,
Theorem C.1, pag. 176] ).

(a) Demostrar que la condicién es necesaria.

(b) Encontrar una matriz 4 x 6 de ceros y unos cuyas filas sumen 6,5,3,2, respectivamente,
y cuyas columnas sumen 4,3,3,3,2,1, respectivamente.

(c) Encontrar una matriz 3 x 5 de ceros y unos cuyas filas sumen 4,2,0, respectivamente, y
cuyas columnas sumen 2,1,1,1,1, respectivamente.
Ejercicio 2.28. Una particién a = (a1, as, . ..) se puede denotar por

«a
a = 191992 ._.a1a17

con la que se indica que a tiene a; unos, as doses, ...,a,, partes iguales a a;. Utilizando
esta notacion dar otra demostracién de la Proposicion 2.6.1.

Ejercicio 2.29. Sean m, s enteros positivos. Sean a = (a1,...,am) v b = (b1,...,by,) dos
m-tuplas de enteros con a; = ... = apm = 0,b1 = ... = by, =0, Y00 a; = 8,0 00 b = s
Supongamos que para todas las m-tuplas decrecientes de enteros no negativos (331, e ,xm),

cuya suma es s, tenemos que
(a1, y0m) < (@1,...,Tm) sty solosi (by,...,bm) < (T1,...,Tm)-

Demostrar que
(a1, am) = (b1, .. ).

Ejercicio 2.30. Sea P el conjunto de las particiones, y sean las particiones

j
. —
eV =(1,...,1,0,..), j=12,...

Demostrar que para toda a € P existen enteros o; > 0,5 = 1,2,...,¢(a) tales que
Z(a) o0
a= Zajem = Zajem.
j=1 j=1

Ejercicio 2.31. Sea P el conjunto de las particiones. Sean a = (a1, as,...),b = (b1, bs,...) €
P. Definimos su producto “escalar” mediante

a-b:= iaibi.
i=1

Demostrar que a << b si y solo si para toda ¢ € P se tiene que a- ¢ < b-

o

Ejercicio 2.32. Sean a y b particiones. Sea d € N. Demostrar que b > Qitd Y G; = l_)H_d
para todo i > 0 si y sélo si |a; — b;| < d para todo ¢ > 0.
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2.8. Notas al Capitulo 2

La nocién de particién de un niimero entero positivo pertenece tanto a la teoria de los
nimeros como a la combinatoria. Edificada a fines del siglo XVIII por Euler, muchos otros
grandes mateméticos —Cayley, Gauss, Hardy, Lagrange, Legendre, Littlewood, Rademacher,
Ramanujan, Schur y Sylvester— han contribuido al desarrollo de la teorfa. La referencia
clésica sobre particiones de enteros es el libro de Andrews [1]. Al lector interesado en la teoria
combinatoria de particiones le recomendamos el librito de Comtet [18]. La obra estdndar sobre
mayoracién de particiones (y en general sobre mayoracién de n-tuplas de niimeros reales) es
la de Marshall y Olkin [47]; fue precedida por el libro de Hardy, Littlewood y Pélya [35], que
tuvo una enorme influencia.

La segunda prueba del apartado (i) del Lema 2.3.1 es debida a Gorka Armentia, quien me
la comunic6 en marzo de 2019. La demostracién del Lema 2.3.1 aparece en Macdonald [44,
pégs. 5-7]. En general, este libro ha sido fuente de inspiracién para la mayor parte de este
capitulo, y hay mucho otro material tomado de él. El Lema 2.3.4 es un resultado debido a
Ttziar Baragana, que lo expuso en un seminario celebrado en Vitoria-Gasteiz el 16 de mayo
de 2003. La identidad sobre particiones de la Seccién 2.6 viene dada en Beitia y Gracia [9,
Proposition 1.1].

Los ejercicios propuestos estan elegidos con la pretension de que sean accesibles desde las
ideas expuestas o sugeridas en el presente capitulo, algunos son faciles y otros no tanto, aunque
se ha intentado dar las indicaciones suficientes para hacerlos razonables en este contexto.
Hay abundantes joyas matemaéticas en la bibliografia —el tema se presta a ello— que hemos
desechado por los motivos antedichos. Las referencias que se dan a continuacién sobre los
ejercicios tienen por finalidad principal dar el crédito debido a cada autor, y no el de servir
de “libro de soluciones”. El Ejercicio 2.2 viene en Comtet [18], pdg. 105, Théoreme A. El
Ejercicio 2.3 estd en Merris [50], pag. 21, n® 1. Bastantes ejercicios numéricos (Ejercicios
2.4, 2.5, 2.6 y 2.10) estdn tomados o inspirados en los ejercicios del Chapter 1, pag. 21-25,
de Merris [50]. El Ejercicio 2.8 ha sido tomado de Merris [50], pag. 4, de James y Kerber
[38], pag. 23, y la definicién de diagrama de Hasse y el ejemplo de los divisores de 12 estd
tomada de Melzak [49], pdg. 196-197. También han sido tomados de Merris [50], pag. 21-25,
los Ejercicios 2.11, 2.12 y 2.15(i). El Ejercicio 2.13 me fue comunicado por J. Queiré y A.
Fonseca en Valencia el ano 1989. El Ejercicio 2.18 se atribuye a Sylvester (Véase Andrews
[1], pdg. 14, Example 8); la sugerencia de la demostracién estd inspirada en Comtet [18],
pag. 111, Théoréme B. El Ejercicio 2.19 es el Theorem 1.4, pdg. 8 de Andrews [1], donde
puede verse una generalizacion interesante, y es el Théoréme A, pdg. 110 de Comtet [18]. El
Ejercicio 2.20 es el Théoreme B, pdg. 106 de Comtet [18]. El Ejercicio 2.21 es el Théoréme
C, pdg. 116 de Comtet [18]. El Ejercicio 2.22 es una reelaboracién del Exercice 3, pag 125,
de Comtet [18]. El Ejercicio 2.23 es una reformulacién de los Lemas 1.12 y 1.13, pag. 108,
de la Tesis de Beitia [8]. El Ejercicio 2.24 es la Proposicién 1.10, pag. 6, de Macdonald [44].
El Ejercicio 2.25 es el Lemma 1, pdg. 155, de Byrnes y Gauger [15]. El Ejercicio 2.29 es la
Proposition 5 de Gracia, Hoyos, Zaballa [33]. Los Ejercicios 2.30, 2.31 constituyen el Theorem
3.2 de Lippert [42]. El Ejercicio 2.32 es el Lemma 3.2 de Lippert y Strang [43].
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Capitulo 3

Invariantes de semejanza y
rangos

En este capitulo vamos a exponer una serie de resultados algebraicos previos necesarios
para establecer los teoremas sobre la perturbacién de la forma canénica de Jordan en el
Capitulo 6. Un sistema completo de invariantes para la semejanza de matrices cuadradas
complejas estd formado por unos invariantes enteros (los érdenes de los bloques de Jordan)
y otros invariantes continuos (los valores propios). Aqui insistiremos en la primera clase
de invariantes. Nuestro énfasis estard puesto en la caracteristica de Weyr de una matriz
cuadrada compleja, que esta asociada de manera natural al calculo de los invariantes enteros
de la semejanza mediante rangos de matrices.

También estableceremos un criterio racional de semejanza de dos matrices cuadradas
mediante el calculo de los rangos de tres matrices.

Asi pues, la nocién de rango de una matriz sigue teniendo una importancia esencial en
este capitulo.

3.1. Desigualdad de Frobenius

Vamos a exponer dos resultados sobre rangos de matrices, que nos seran de utilidad mas
adelante al tratar de la caracteristica de Weyr. Sea F un cuerpo (conmutativo) cualquiera.

Lema 3.1.1. Sean matrices cualesquiera A € F™*P B € FP*™. Entonces,
dim B[Ker(AB)] = rg(B) — rg(AB).

DEMOSTRACION. Sean 7 := dim Ker(AB) y o := dim Ker B; entonces 7 = n—rg(AB), o=
n —rg(B).
Si € F**! y Bz = 0, entonces ABx = 0; luego

Ker B C Ker(AB).

De aqui que o < 7. Sea ahora {z1,22,...,2,} una base de Ker B, ampliemos esta base
hasta obtener una base {z1, z2,..., 25, Zo41, .- ., 2} de Ker(AB). Veamos que los vectores
Bz,41,...,Bz; son linealmente independientes. En efecto, si se tiene una relacién lineal

Ooy1Bzo41+ -+ a:Bz; =0, con agt1,...,a; €F,

entonces
B(ag412o41 + -+ arz:) =0;

por lo tanto existen ag,...,a, € I tales que

Qot1Zo41 + -+ Qr2r =121+ + Qs 2,

47
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Asi pues
Q=" =0 =Qgp1 =+ =0, =0.

Por otro lado,
B[Ker(AB)| = (Bz1,...,Bzs,Bzs41,-..,Bz:),

donde se ha utilizado la notacién

(®1,...,zr) ={onx1 + - +apx, |y €F, i=1,...,r}
con xy,...,T, vectores.
Como Bz; =0,...,Bz, =0, se sigue de lo anterior que

B[Ker(AB)] = (Bzy41,--.,Bz;).
Por consiguiente, { Bzg11,..., Bz} es una base B[Ker(AB)]. En consecuencia,
dim B[Ker(AB)| =7 -0 =n—1g(AB)
—n +rg(B) =1g(B) — rg(AB).
(]

Teorema 3.1.1 (Desigualdad de Frobenius). Sean A € F™*™ B € F"*? C € FP*? matrices
cualesquiera. Entonces,

rg(AB) +1rg(BC) < rg(B) + rg(ABC).
DEMOSTRACION. Veamos que en el espacio vectorial F"*! se tiene la relacién de contenido
BC[Ker(ABC)] C B[Ker(AB)]. (3.1)

En efecto, sea y € BC[Ker(ABC)], entonces existe un & € Ker(ABC) tal que y = BCz.
Luego y = B(Cx) con AB(Cxz) = 0; de donde y € B[Ker(AB)].
De (3.1) se sigue que

dim BC[Ker(ABC)] < dim B[Ker(AB)].
Aplicando el Lema 3.1.1, primero a A y BC, después a A y B, se tiene que
rg(BC) —1g(ABC) < rg(B) — rg(AB).

Si hacemos C = 0 en el Teorema 3.1.1, se tiene que
rg(AB) < 1g(B).
Si hacemos A = 0 en el Teorema 3.1.1, queda
1g(BC) < 1(B).
Si ponemos n =py B = I, en el Teorema 3.1.1, obtenemos que
rg(A) +rg(C) < n+rg(AC),

o bien,
rg(A4) +rg(C) —n < rg(AC).
Por lo tanto, hemos demostrado el corolario siguiente.

Corolario 1 ( Ley de Sylvester de la Nulidad). Sean A € F™*™ y B € F"*P matrices
cualesquiera. Entonces

1g(4) + 18(B) — n < 1g(AB) < min{rg(A),rg(B)}.

Estas desigualdades también pueden deducirse directamente sin recurrir a la desigualdad
de Frobenius.
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3.2. Caracteristica de Segré

Sea A € C"*™. Si en la matriz polinémica AL, — A € C[A]"*™ efectuamos transformaciones
elementales (ver la Seccién A.2 del Apéndice A) para reducirla a forma diagonal, siempre
podemos llegar a una matriz de la forma

fiA) 0 0
SO = 0 f2(N) | 0
0 0 fV)

donde f;(A\) | fiz1(A) parai=1,2,...,n — 1. Aqui | significa “divide a”.
Este es un resultado de Teorfa de Matrices bien conocido; la matriz S()) se llama la forma
normal de Smith de AI,, — A. Los polinomios

fl()‘)vf2()‘)? ) fn(A)

se llaman los factores invariantes de AL, — A (o de A). Véase la Seccién A.3 del Apéndice A.
Sean Aq,...,\, € C los distintos valores propios de A. Entonces es posible descomponer
cada factor invariante f;(\) Z 1 en producto de potencias de la forma

()\—)\i)nij con n;; entero > 0.

Como puede verse en el Apéndice A (Secciones A.4 y A.6), todas las potencias de esta clase,
que aparecen al descomponer todos los factores invariantes de A distintos de 1, se llaman los
divisores elementales de A (o de AI,, — A). Estos divisores son los polinomios

(A =)™, j=1,...,r,

CON M1 2 Myo 2 -+ 2 Ny, Para i = 1,...,u. Sea m(\;) o m(\;, A) la multiplicidad algebraica
del valor propio \; de la matriz A; es decir, m();) es la multiplicidad de \; como raiz del
polinomio caracteristico det(A\l,, — A). La particién (n“,nig, ey My, 0, ) de m()\;) serd

llamada particion de Segré de \;, respecto de A, y serd denotada por
S()\i, A)

Los ndimeros enteros n;i, n;2;, - .., Ny, se llaman las multiplicidades parciales de ;. Al
ntmero 7; se le llama la multiplicidad geométrica de \;, y se denota por mg(A;, A).

Supongamos ahora que los valores propios A1, Ag, ..., A, de A estdn ordenados de manera
que m(A1) = -+ =2 m(\y,), vy, ademds, si

- > In()\i,l) > In(Ai) = m()\i+1) == Il’l(/\iJrk,l) > m()\Hk) >

entonces se tenga que

I I I
b()\lvA) < S(Ai-‘rla A) g e < S()‘i-‘rk—la A)

Bajo estas condiciones, llamaremos caracteristica de Segré de A a la sucesién finita de
particiones

(s(A1, A), ..., s(Au, A))

y la denotaremos por s(A). Esta caracteristica también alude a una estructura de Jordan
de orden n. Mas concretamente se llama estructura de Jordan de orden n a cualquier carac-
teristica de Segré & de una matriz cuadrada compleja de orden n; esto es, & es igual a una
secuencia finita de particiones

[817827 .. .,Sp]

tal que:
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P

D sl =n,

i=1

(2)

[s1] = [sa] = -+ = |sp],
(3) cada vez que > sea = en (2), digamos que
si—1] > |si] = |siq1] =+ = [situ—1| > [sitxl,
se tenga que
I I I
Si < Sit1 <0 K Sipk—1-

Por la Proposicién A.5.1 de la pagina 152 en el Apéndice A se tiene que el sistema de
divisores elementales de A € C™*™ es un sistema completo de invariantes para la relacién
de semejanza de matrices cuadradas complejas de orden n. Dado que hay que considerar los
divisores elementales que estén repetidos tantas veces como aparezcan en diferentes factores
invariantes, debe hablarse de sistema y no de conjunto de divisores elementales. Por lo que
precede, otro sistema completo de invariantes de A € C"*™ para la semejanza estd formado
por el espectro ordenado (o conjunto de valores propios) Z(A) = (A1, Aa, ..., A\y) v la carac-
teristica de Segré; es decir, que un sistema completo de invariantes de A para la semejanza

es (Z(A),s(A)).
3.3. Nulidades de potencias
La nulidad de una matriz M € C™*"™ se define por
v(M) :=n—rg(M).

La nulidad de M es la dimensién del nicleo de M, Ker(M) := {z € C"*! |
Mz =0}, v(M) = dim Ker(M). Es evidente que

Ker(M) C Ker(M?) C --- C Ker(M*) C --- (3.1)

Como estos subespacios vectoriales estan contenidos en el espacio de dimensién finita C™ :=
C™*! la cadena ascendente (3.1) se debe estacionar; es decir, debe existir un entero p > 0
tal que

Ker(M") = Ker(MP?) para todo i > p.

Ademss, se puede demostrar que si k > 0 es un entero tal que
Ker(M") = Ker(M"1),

entonces
Ker(Mk'H) = Ker(M’”‘Q) = Ker(Mk‘H”) ——

Por lo tanto, existe un entero positivo minimo s tal que
Ker(M) € Ker(M?) C --- € Ker(M?®) = Ker(M*) = ...
y, por consiguiente,
v(M) <v(M?) < <v(M*) =v(MTY) =....
Llamando M° := I,,, se tiene que

(M%) < (M, paratodo i=0,1,2,.... (3.2)
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Otra importante desigualdad es
v(M™Y) (MY < 2v(MY), para todo i=1,2,3,.... (3.3)
Probemos (3.3). La desigualdad (3.3) equivale a
n—rg(M™) +n —rg(M"1) < 2(n —rg(M"));

que equivale a
rg(M™Y) +rg(M'1) > 2rg(M");

que rescrita es
rg(MM'™h) +rg(M* ™M) <rg(M*™h) +1g(MM'™ M);

y esta desigualdad se deduce inmediatamente de la desigualdad de Frobenius (Teorema 3.1.1).
De (3.3) deducimos

v(M™Y) —v(MY) Su(M') —v(M'™h),  i=12,.... (34

3.4. Caracteristica de Weyr
Sea A una matriz compleja n x n y sea A(A) = {A\1, A2,..., Ay} su espectro o conjunto
de valores propios (u puede ser menor que n). Para cada A\; € A(A) consideremos la sucesién

de potencias
(A= XND° (A= XNI), (A= NI (A= NI, . ...

Por lo visto en la Seccién 3.3,
v[(A- )\jI)ifl] <v[(A- )\jI)i}, para todoi=1,2,....

llamemos s; al minimo entero positivo tal que

v[(A— NI <v[(A=NID)] <v[(A—NI)?] < - <v[(A=\I)*]
=v[(A=ND% T =v[(A-ND)¥T?] =, (3.1)

Obviamente, 0 < s; < n. Formemos las diferencias sucesivas

mj = v[A=ND] —v[(A= N1 = v[(A=ND)] -0,
mja = v[(A=ND?] —v[(A-ND)],
(3.2)
mys; = v[(A=XNI)¥] —v[(A-XNI)
Por la desigualdad (3.4) de la Seccién 3.3 deducimos que
my1 = mjy = = mjs, > 0. (3.3)
Definicién 3.4.1. Para cada j, a la particion (mj1, mjo,...,mys;,0,...) la llamaremos par-

ticion de Weyr de \j, respecto de A, y serd denotada por

W()\j, A)
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Recordemos que el peso de la particiéon w(A;, A), denotado por | w(Aj, A)|, es la suma de
sus partes (ver la definicién en la pagina 18):

| w(Xj, A)| = mj +myga + -+ mys,.

Supongamos ahora que los valores propios Ai, Ag,..., A, de A estdn ordenados de manera
que |W()\1,A)’ > > ’w()\u,A)’, y, ademaés, si

ez |W()\Z,1,A)| > ‘W()\Z,A)‘ = {W()\ZJrl,A)\ == }W()\i+k,1,A)| >
| w(Xiw, A)| > -

entonces se tenga que

T T T
w(Ai, A) = w(hig1, A) = - > w(higp—1, A).

Bajo estas condiciones, llamaremos caracteristica de Weyr de A a la sucesién finita de
particiones

(W()\l,A), e ,W(/\U,A))

y la denotaremos por w(A).

3.4.1. Definicién alternativa de la caracteristica de Weyr
Siguiendo a Lippert [42] vamos a dar una definicién de la caracteristica de Weyr que evita
T

la ordenacion > en el conjunto de particiones. Sea P el conjunto de las particiones. Definamos
los conceptos

o0 o0
lal :=Zai, a~b::Za¢bi, lal|* = =a-a, a,beP.
i=1 i=1

Sea W el conjunto de funciones de C en P que son nulas en casi todo elemento de C.
W= {p: C—= 2P, u(x) =(0,0,...) VA € C, excepto subconjunto finito de A};

Es decir, p € W si existe un subconjunto F' C C finito (puede ser vacio) tal que para cada
A € C\F, u(A) es la particién cero. Por razones de coherencia notacional llamaremos espectro
(o soporte) de p al conjunto

A(p) = {X € C: p(N) # (0,0,..)}.

Para cada A € Csea  pu(\) = (u(A)1, w(N)2,...) € P.

==Yl e fi= D> pN) ), P =g, i€ W.
AeC AeC

De esta manera hemos definido una suerte de producto escalar en el conjunto W.
Mayorizaciéon débil en W
Para p, 1 € W, definimos p << 1 si p(A\) =< (), VA € C.

Dada A € C™*™ se llama caracteristica de Weyr de A al elemento de W, w(A), definido
asi:
w(AA) st e A(4),

w(A)(\) = {@,o, L) siAgAA),

Asi pues, con este punto de vista, la caracteristica de Weyr de una matriz A € C"*" es una
funcion de C en P, nula excepto en los valores propios de A.
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3.5. Relacion entre las caracteristicas de Segré y Weyr
Para cada valor propio A; de la matriz A € C**" sean
S()\j, A) = (lel, nj% e ,TL]'TJ.,O, .. )
y
W()\J,A) = (mjl, mjg, e ,ijj,O, .. )
las particiones de Segré y de Weyr de \;, 7 =1,...,u.
;Cudnto suman las partes de la particion s(\;, A)? La suma nj; +nj2 +- - - +nyy,; es igual
a la multiplicidad algebraica del valor propio A; de A:
njl—i—njg—i—-'-—i—nj,«j :m()\J,A) (31)

Esta igualdad puede argumentarse de varias maneras; he aqui dos de ellas: 12.- Es asi porque
el producto de los factores invariantes de A

SICYICICYRRRN Y

es igual al polinomio caracteristico de A; 22.- El valor propio \; aparece nj1 +njo+- - - +njy,
veces en la diagonal de la matriz J, forma de Jordan de A, y J es una matriz triangular
superior. Véase el Teorema A.6.1 de la pagina 154. Esto es cierto para cada j =1,...,u.

;Cudnto suman las partes de la particién w(\;, A)? La suma mjy + mjo + - -+ +mjs, s
igual a m(\;, A), la multiplicidad algebraica de A;. Para demostrar esto nos apoyamos en
algunos resultados previos.

Teorema 3.5.1. Sean A € C**™ y A(A) = {A1,)a,..., \y}. Entonces, para cada j =
1,...,u, la multiplicidad geométrica de X\; coincide con la dimensidn dimKer(A — A1),
y la multiplicidad algebraica de \; coincide con la dimension dim Ker [(A — )\jI)Si] ( =
dim Ker [(A — )\jl)"]).

La demostracién de este teorema se sigue facilmente del Teorema 3.5.2. Si el lector desea
una demostracién directa del Teorema 3.5.1 puede consultar la prueba de la Proposition
2.2.5, pag. 56, de [31].

Asi pues,

mult. geométrica mg(A;, A) = v[(A — \T)]

mult. algebraica m(X;, A) = v[(A—N\I)%].
Por lo tanto,
mj1 4+ myo + -+ mys, = v[(A= NI +v[(A—NI)?| —v[(A—=NI)]
+otv[(A=ND¥] —v[(A=ND%T =v][(A-ND%] =m();, A).
Acabamos de establecer que
|s(Aj, A)| =m(X;, A) = | w(};, 4)|. (3.2)

(Es ésta la tnica relacion entre las particiones de Segré y de Weyr de A\;?7 A continuacion
veremos que la relacién entre ambas particiones es mucho més profunda; en efecto, dichas
particiones son conjugadas.

Teorema 3.5.2. Sea A € C"*™ y « un valor propio de A. Sean
s(a, A) = (n1,n9,...,m,,0,...)
la particion de Segré de o y
w(a, A) = (m1,ma,...,ms,0,...)

la particion de Weyr de .
Entonces w(a, A) es la particion conjugada de s(a, A).
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DEMOSTRACION. En primer lugar observemos que

nyZng 2. ..

>me > ...
y que

ny+ne+---+n. =m(a, ) =mg +mo+ -+ ms.

Sea J la forma canénica de Jordan de A, que presentamos destacando en ella los r bloques
de Jordan que estdn asociados al valor propio a:

Jp(/\l) 0

con
I, (@) = al,, + N,

siendo I, la matriz identidad de orden n; y N; la matriz nilpotente canénica

010 0 0
0 0 1 0 0
N; == Do Do eCh ™ (i=1,...,1.)
0 0O 0 1
0 00 0 0
De donde se deduce que
0 1
Nl —

0 --- 0

y N =0.
Dado que existe una matriz invertible P € C"*" que verifica P~ AP = J, se sigue que
P~ Y(A—al)P =J —al,y, por lo tanto,

(J—al)i = [P"Y(A—al)P]' = P"Y(A—aI)'P.
Por consiguiente,
V[(A—a[)i]zy[(J—aI)i], parai=1,2,...,

pues el rango y (por tanto) la nulidad de una matriz no se alteran al pre- o post- multiplicar
ésta por una matriz invertible.
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Ahora bien,
Jp(A1) — ad, 0
N
Ny
J—al =
N,
0 Je(Ay) — aly
Suponemos que a # Ay,...,a # A, (excepto para un valor propio de A). Entonces para
todoi=1,2,...,

V[(Jp(/\l) - O‘Ip)i] =0,

En consecuencia, llamando

queda que para todo¢=1,2,...,
v[(J —al)'] = v(NY).

Consideremos esta ultima féormula con mas pausa. Para i = 1 queda que m; = V[(A —al )} =
v[(J—al)] = v(N) = ntimero de columnas de N formadas integramente por ceros = r; pues
cada una de las submatrices N1, No, ..., N, aporta una columna de ceros. Asi pues,

mp =ntmerode n; > 1, je{l,...,r}
Para ¢ = 2 se obtiene
me = V[(A—aI)Q] —V[(A—OJ)] = V[(J—aI)Q] —y[(J—a])]
=v(N?) — y(N).

= Sin; =2, entonces N; = (
= Sin; =3, entonces N; = (
» Etc.

Como
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el ntimero de columnas de ceros de N2 menos el niimero de columnas de ceros de N es igual
al nimero de n; queson > 2 (j =1,...,7). Puessin; = 1, Nj2 no aumenta ninguna columna
de ceros. Asi pues,

my = v(N?)—v(N)=ntmero de columnas de ceros de N>
— numero de columnas de ceros de N

= natmeroden; >2, je{l,...,r}

En general,
m; = v(NY) — v(N1);

= Sin; <4, entonces N} =0 =N;~ .

» Sin; > i, entonces

0 0 1 0 0
N; = .
0 --- e 0

y esta matriz tiene todos sus elementos iguales a 0, excepto los de los lugares (1,1), (2, i+
1),(3,i+2),...,(n; —i+1,n;) que valen 1. En particular, si n; =1,

0 --- 0 0o --- 1
N}: ; : y N}*lz

Asf pues, la nulidad de N? aumenta respecto de la de N*~! en tantas unidades como
términos n; haya >, j € {1,...,r}. Luego,

m; = nimero de n; > 1, jef{l,...,r} (3.3)
Es facil demostrar (3.3) por induccién y no lo haremos explicitamente. La férmula (3.3)
es valida para ¢ =1,2,...,n;; pues ny > ng > ... > n, implica que no hay ningin n; mayor
o igual que ny + 1. Por otra parte, ms = v(N®) — v(N*~1) > 0 y v(N*) = v(N*t1); de esto
se infiere que s = n;.
Por consiguiente, para todo i € N* := {1,2,3,...}, se tiene que
m; = Card{j : n; > i}
(habiendo considerado, por convenio, que n; :=0sij >,y m; := 05si ¢ > s). Por lo tanto,
(ml,mg, .. ) = (Tll,ng, .. )

En consecuencia, las longitudes de estas particiones son respectivamente

l((my,ma,...)) =n1 =s, (3.4)

E((nl,ng, . )) =mip =T
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Observacion 3.5.1. Las particiones s(o, A) y w(a, A) también serdn denotadas asi

s(a, A) =: (s(a, A)1,s(e, A)g,...)

y
w(a,A) = (W(O[7A)1,W(O[7A)2, ),
con
S(a7A)1 > S(O[,A)Q 2 R
w(a, A 2 w(a,A)g =+
asi pues,

{(s(a, A)) = w(a, A)1, O(w(o, A)) = s(a, A)y.

Ejemplo 3.5.1. Sea A € C?°*20 con dos valores propios distintos Aj, Ao y caracteristica de
Segré
s(A) = ((5,4,2,2,0,...),(3,2,2,0,...))

siendo
s(A,A) =(5,4,2,2,0,...),
s(Aa, A) = (3,2,2,0,...).

Vamos a hallar su caracteristica de Weyr utilizando el Teorema 3.5.2. Hacemos los diagramas
de Young para hallar las particiones conjugadas de s(A1, A) y s(A2, A). Véase la figura 3.1.

o o °

o o o
o o

o o
o o

o o
o o

3 3 1
4 4 2 2 1

L (b) Particién de Weyr de As.
(a) Particién de Weyr de Aq.

Figura 3.1: Caracteristica de Weyr de A.

Asi pues, por el Teorema 3.5.2,

w(A, A) = (4,4,2,2,1,0,...),
w(ha, A) = (3,3,1,0,...),

w(A) = ((4,4,2,1,1,0,...),(3,3,1,0,...)).

Antes de finalizar esta secciéon deseamos hacer notar que la Proposicién 2.5.1 de la Sec-
cién 2.5 del Capitulo 2 sobre la relacién entre los 6rdenes lexicogréficos inverso y transpuesto
de las particiones de un entero positivo, implica que para toda matriz A € C**™ cuyos valores
propios A1, Ag, ..., A, estén ordenados de modo que s(4) = (s()\l, A), ... ,s()\mA)) se tiene
que

w(A) = (s(A1, 4),...,5(\, 4)). (3.5)

3.6. Forma canoénica dual

Los pardmetros que describen la forma de Jordan, J, de una matriz A € C"*"™ son el
espectro ordenado 3(A) y la caracteristica de Segré s(A). Véase el Teorema A.6.1 de la
pagina 154, Apéndice A, y el parrafo correspondiente de la pagina 50. El espectro ¥(A) nos
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da los elementos diagonales de J y s(A4) nos describe los 6rdenes de los bloques de Jordan
de J. De este modo, podemos afirmar que la forma candénica de Jordan estd asociada a la
caracteristica de Segré de A. ;jHay alguna forma candnica de A asociada a la caracteristica
de Weyr? La respuesta es afirmativa, como veremos a continuacién.

Teorema 3.6.1. Sean A € C™*" y X(A) = (A1, A2,...,Ay). Supongamos que w(A;, A) =

(M1, Mgy« yMys,,0,...) conmyy = myg = -+ = mys, >0 parai=1,...,u. Entonces A es
semejante a la matriz W de orden n dada por
Wi 0
Wa
W .= ,
0 Wy
)\ilmmi ™Mis, 0 0 0
0 /\lImq s;—1 Emi,si—l 0
Wi = ’
0 )\iImi2 Emi2
0 0 e 0 Ailmi,
donde
Emij = [Iﬂlz‘j O] € C"LU ><"n11.]'717 .7 = 27 37 <o Si3
i=1,...,u

Ejemplo 3.6.1. Si A € C20%20 ¢5 la matriz del Ejemplo 3.5.1, la matriz W, semejante a A,

es:
(W 0)
we= ("0

con
M| 1o
N 0 | 1T 0
0 M | 0 1
N0 1 0 0 0
0O M | 0 1 0 0
X 0 0 0 I 0 0 0
Wy = 0 A 0 0 o1 0 o0 ||,
0 0 XA O 0 0 1 0
0 0 0 AN | 0 0 0 1
X 0 0 0
0 A\ 0 0
0 0 A O
0 0 0 X\
2] 1 0 0
> 0 0 | I 0 0
0 X 0 0 1 o
Wy = 0 0 x| 0 0 1 |],
X2 0 0
0 X 0
0 0 X

siendo ceros los elementos no senalados en estas matrices.

Es facil ver que la demostracion del Teorema 3.6.1 queda reducida a la prueba del lema
siguiente.
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Lema 3.6.1. Si la matriz A € C"*™ sélo tiene un valor propio «, con particion de Weyr
w(a, A) = (my1, ma,...,ms,0,...), dondemy = ms > ... > ms > 0, entonces A es semejante
a la matriz de orden n

O‘ImS Ems 0 0 0
0 alm, , Em,_, 0
W .=
0 OéIm,Q Em2
0 0 ce 0 oy,

donde
Ep; = [Im;, 0] €eC™iX™i-1 j=23, .. .,s.

DEMOSTRACION. Obviamente, « es también el inico valor propio de W. Veamos que W tiene
la misma caracteristica de Weyr que A. ambos hechos probardn que W es semejante a A.
Denotemos w(a, W) = (p1,p2,...,0t0,...), con p; = pa > ... = p: > 0, la particién de
Weyr de a respecto de W. De la relaciéon entre rango y nulidad deducimos que para cada
i=1,2,...,1,
pi =18 [(W — aI)ifl] —rg [(W — aI)i].

La matriz W — al es igual a

0 En, 0 0 0
0 0 En., 0
0 0 En,
0 0 e 00

Por consiguiente, rg(W — al) = mg +ms_1 + - - - + mo. Calculemos el cuadrado de la matriz

W —al.

0 0 B, En,_, 0 e 0 0
0 0 0 En. Em. , 0
(W —al)? =
0 Epn,Enm,
0 0 0
0 0 - 0 0
Para j = 3,4,...,s, tenemos que
I, 0 0
Eijmj—l = [Imj O} o - [Im7 0 O} )

0 Imy1-m; O
luego rg (Emj Em]._l) = m;. Por lo tanto,
rg [(W—OJ)Q] =my+ms_1 + -+ ms.
De lo obtenido hasta ahora, deducimos

p1 =1g [(WfaI)O] —1g [(W —al)] =rgl —rg [(W — al)]
=n—(ms+ - +ms) =mq, (pues my +mg +---+ms =mn),
Py =rg [(W—a[)] —rg [(W—a[)ﬂ

:ms+"'+m2*(ms+"'+m3):m2~
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Avancemos un poco mas,

(W —al)? = (W —al)2(W —al) =

EmsEm2 Em3 0
0 0 0 0 B,
0 0 0 0
0 00 E,En Emn., - - 0
- Em4E7R3Em2
0 0
0 0
0 0
Para j =4,5,...,s, tenemos que

(Eijmjfl)Emez = [Imy‘ 0] [Imy‘—z 0} =

L. 0 0
o[ |
[ 3J ] 0 ]mj72_mj 0

luego
rg (Em].Emj_lEm]._Z) =m;.
Por lo tanto,
rg [(W —al)’] =mg+me_1 4+ my.
De aqui que
ps =18 [(W —al)?] —rg [(W — ol)?]
= (ms + -+ mg) = (ms + -+ +1m4) = m3.

Por induccién sobre i puede demostrarse que

(W —al)' =

0 -+ En.En. _, ~-'Ems,<,:71) 0

Emi+1 T Em3Em2

0 0

También puede probarse por induccién sobre i que para todo j =i+ 1,
1+2,...,s,

Eijmj,l ce Emj,(i,l) = [Imj 0} 5
por lo tanto,

e (Eijmj—l T Emj—(z‘—l)) =m;.
De donde, ‘

rg [(W—al)'] =ms+me_1 4 +mis1.
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Asi pues,
pi=18 (W —al) '] —rg [(W — al)']
= (ms +ms—1+ - +mip1 +mi) — (Mg +ms1 + -+ +mip1) =m,.

Veremos a continuacion la prueba de que t = s.
Como « es el tnico valor propio de A se tiene que

Ker(A —al) C Ker [(A - aI)Q] C - CKer[(A—al)’]
= Ker [(A - aI)S'H] =

Luego
Ker [(A—al)*] =C". (3.1
La identidad (3.1) es debida al hecho de que si una matriz B € C™*" tiene los valores
propios distintos oy, ae, ..., q, y para cada j = 1,...,u llamamos s; al entero positivo que
satisface
Ker(B — a;I) C Ker [(B — ajl)z} C - CKer[(B—a;l)%]
= Ker [(B — OéjI)SjJrl] = .. s
entonces

C"=Ker [(B—aD)"] @ & Ker [(B — a,l)™], (3.2)

donde @ denota suma directa de subespacios. Una demostracién de (3.2) puede verse en el
libro de Gohberg, Lancaster y Rodman [31], Theorem 2.1.2 en la pagina 47.

Por (3.1), u[(A — aI)S] = n, y, en consecuencia, rg [(A — aI)S] = 0, lo que equivale a
(A—al)®* =0. Ademas, (A —al)*~1 £0.

Por otro lado, t es el minimo entero positivo k tal que

rg [(W — aI)k] =rg [(W — aI)kH];

lo que equivale a decir que ¢ es el minimo entero positivo k para el que (W — al)* = 0, pues
si para un k > 0 fuera (W — al)* # 0, se tendria que

rg [(W — aI)k] >rg [(W — aI)kH],

en virtud de la forma que tienen las potencias de W — «l.

Las matrices W — ol, (W —al)?, (W —ol)?, ... son matrices de tamario s x s de bloques.
Es fécil observar que (W — al)*~! tiene iguales a cero todos sus s bloques excepto el
del lugar (1,s); es decir, el situado en la esquina superior derecha. Este bloque es igual a
EmsEmsfl B

msf(572):
0 0 EmsEmS_l : Emz
0 0
(W - aI)Sil = . . ;
0 -+ --- 0 0
por lo tanto, (W — al)® = 0. De aqui que t = s. Como p; = m; para todo i = 1,...,s, se

sigue la igualdad
w(a, W) = w(a, A),

entre las particiones de Weyr de « respecto de las matrices W y A. Por consiguiente, W es
semejante a A. O

Definicién 3.6.1. Llamaremos forma candnica dual de la matriz A € C"*™, asociada a su
caracteristica de Weyr, a la matriz W del Teorema 3.6.1.

Esta forma canodnica se puede “relajar” y admitir otras ordenaciones distintas de los
bloques diagonales Wy, Ws, ..., Wy; se siguen obteniendo matrices semejantes a A.
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3.7. Rangos y particiones de Weyr

Sean A € C™*" y o un valor propio cualquiera de A. Sea w(a, A) = (my,ma,...,ms,0,...),
con my = mg = ... = mg > 0, la particion de Weyr de «, respecto de A. Por la definicién
dada en la pagina 51, sabemos que una vez conocido « los niimeros my, mas, ..., ms, pueden

obtenerse mediante el cdlculo del rango de las matriz A — af y sus potencias sucesivas. En
efecto,

my =rg [(A—a[)k_l] —rg [(A—od)k}, (3.1)
para k = 1,...,s. Vamos a ver en esta seccién una manera distinta de hallar los ntimeros
mi,ma, ..., Mg mediante el cdlculo de otras matrices relacionadas con o y A. Para cada

k=1,...,s, sea P, ;(A) la matriz kn x kn dada por

al — A 0 0
I al — A

al — A 0
0 I al — A

0 I al — A

vamos a hacer transformaciones elementales por bloques por filas y columnas (véase la Sec-
ci6on A.8 de la pagina 156 del Apéndice A) para transformar esta matriz en la matriz

0 0 (af —A)3
I 0 0 . (3.3)
0 I 0

En primer lugar, sumando en P, 3(A) a la primera fila de bloques la segunda fila de bloques
premultiplicada por la matriz —(al — A) resulta

0 —(af —A)? 0
1 al — A 0 ;
0 1 al — A

a continuacién sumamos a la primera fila de bloques de esta matriz la tercera fila de bloques
premultiplicada por (ol — A)?, obteniendo

0 0 (al — A)3
I al - A 0 ;
0 1 al — A

ahora sumamos a la segunda columna de bloques la primera postmultiplicada por —(al — A),
lo que da

0 0 (al —A)3

I 0 0 ;

0 I aol-A

finalmente, sumamos a la tercera columna de bloques la segunda postmultiplicada por —(al —
A):
0 0 (al —A)3
I 0 0
0 I 0
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En general, haciendo transformaciones elementales por bloques a partir de la matriz
P, 1(A) podemos obtener la matriz

0 (=1)*=(al — A)F
I 0 :
I 0

0 e I 0

esta matriz tiene, por tanto, el mismo rango que P, ;(A). Observamos que C, x(A) tiene
k — 1 bloques iguales a la matriz identidad I. Asi pues,

rg Cok(A) = (k—1)n+rg [(al — A)k];
y, consecuentemente,

v[Cok(A)] =kn — (k—1)n—rg[(al — A)k}
=n—rg|(al - A)k] =v|(al - A)k];
por consiguiente,
V[Pai(A)] =v[(al - A)k]

Teniendo en cuenta, ademds, las igualdades (3.2) de la Seccién 3.4, resulta que para todo
k=1,...,s se tiene que

k
V[Pai(A)] = Zm (3.5)

Método practico para hallar la caracteristica de Segré

Supongamos que conocemos los valores propios de la matriz A € C"*™. Sea o uno cual-
quiera de estos valores propios. Calculamos los rangos de la matrices al — A, (ol — A)?, (ol —
A)3,.... Por la cadena de desigualdades (3.1) de la Seccién 3.4, estos rangos van decrecien-
do estrictamente hasta que su valor se estaciona, digamos para las matrices (al — A)® y
(OLI - A)S+17

rg [al — A] >1g [(al — A)?] >1g[(al — A)?®] > - > rg[(al — A)°]
=rg [(aI — A)S“];

acto seguido, se forman las diferencias

my :=n—1g [al — A],
mg :=r1g [l — A] —1g [(ad — A)Q]’

mg =g [(a[ — A)S_l] —rg [(al — A)S];

se finaliza hallando la particién conjugada de la particién (mi,mae,...,ms) y se obtiene la
particién de Segré de a:

(n1,ng,...,n.) = (M1, Ma,...,myg).

De aqui se sigue que en la diagonal por bloques de la forma de Jordan de A debemos poner
los bloques de Jordan de tamafios ni,ns,...,n, asociados al valor propio a. Y se hace un
proceso analogo para cada uno de los valores propios de A.
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Ejemplo 3.7.1. Sea la matriz

3 -1 2 19
0 3 1 =20
0 0 3 0

0 0 0 =2

Su polinomio caracteristico det(A — A) es igual a

A—3 1 -2 —19
0 A-3 -1 20
0 0 A—=3 0
0 0 0 A+2

=(A=-3)>(A+2);

luego los valores propios de A son 3 y -2.
Apliquemos el método para hallar la particién de Segré de 3:

-2 -19

-1 20

0 0 ’
0 5

3/ -A= rg(3I — A) = 3;

O O OO
OO O

-1 75
100

0 )
25

—375
500

0
— 2 —
(31 — A) 0
0
0
0
0 0
0
0
0
0

rg [(3] — A)Q] =2;

o o oo

o o O oo oo O O O O

(31 — A = , rg[(3I—A)*] =1;

OO OO

125
—1875
2500

(31 — A)* =
000 625

o O O

4

0 , g[8I -4 =1

Por lo tanto, la particién de Weyr de 3 es
(4-3,3-22-1,1-1,...)=(1,1,1,0,...).

y la particién de Segré de 3 es la particién conjugada de (1,1,1), que hallamos mediante
su diagrama. Véase la figura 3.2. En consecuencia, s(3, A) = (3). Por lo que en la forma de

1
1
1

w e o o

Figura 3.2: Particiones de 3.

Jordan de A hay un solo bloque de Jordan asociado al valor propio 3 y es de orden 3.
Hallemos a continuacién, la particién de Segré de —2:

-5 1 =2 -19

0 -5 -1 20

0 0 -5 0 ’
0 0 O 0

—2I - A= rg(—2I — A) = 3;
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25 —10 19 115

0 25 10 -100

0 0 25 0 ’
0 0 0 0

por consiguiente, la particién de Weyr de —2 es (4 — 3,3 —3,...) = (1,0,...) y, por ello, la
particién de Segré de —2 es (1) segiin puede deducirse del diagrama en la figura 3.3.

(=21 — A)? = rg [(31 — A)z] =3;

1 °
1

Figura 3.3: Particiones de —2.

Asi pues, en la forma de Jordan de A hay un solo bloque de Jordan asociado al valor
propio —2 y es de orden 1.
De todo lo dicho se deduce que la forma de Jordan de A es la matriz

31 0 0
0 3 1 0
J= 00 3 0
0 0 0 -2

Este método parte de suponer que se tiene el conocimiento exacto de los valores propios de
A. Veremos en el Capitulo 7 lo que sobrevive de este procedimiento cuando no se disponga del
espectro de A con exactitud y sélo se pueda presumir que sabemos quiénes son los elementos
de A sin duda alguna. E incluso, se abordard alli 1o que pueda decirse de la forma de Jordan
de A cuando lo tnico conocido de A sea que en determinadas posiciones de la matriz hay
ceros con toda seguridad.

3.8. Criterio de semejanza mediante rangos

Para comprobar que dos matrices A, B € C™*" son semejantes hay varios procedimientos.
Uno de ellos consistiria en calcular sus valores propios (hallando las raices de su polinomio
caracteristico) y luego hallando su caracteristica de Weyr (o de Segré) por cualquiera de los
métodos de los rangos de la seccién anterior; este procedimiento tiene el inconveniente de
que el célculo de los valores propios es un proceso no (necesariamente) racional, es decir, no
siempre puede obtenerse a partir de los elementos de la matriz mediante un nimero finito
de sumas, restas, multiplicaciones y divisiones de niimeros complejos. Una vez conocidos los
valores propios a, el proceso de calculo de los rangos de matrices de la forma (al — A)*
0 P, ;(A) llega a ser un proceso racional pues podrian deducirse los rangos mediante la
comprobacién de qué menores son iguales a cero o no.

Hay otro procedimiento, enteramente racional, para averiguar si A y B son semejantes
que consiste en hallar los factores invariantes de las matrices polinémicas A\l — Ay A\ — B
mediante transformaciones elementales en el anillo de polinomios C[A] (véase la pdgina 146);
si los factores invariantes de ambas matrices son iguales, entonces A y B son semejantes.
Véase la Seccion A.3 y el Teorema A.5.1, ambos del Apéndice A.

En esta seccién veremos que hay un criterio racional para decidir si A y B son semejantes
que elude tanto el cédlculo de los valores propios como el de los factores invariantes. Este
criterio se reduce a la determinacion del rango de tres matrices complejas facilmente calcu-
lables a partir de A y B. Precisa el conocimiento de la definicién del producto de Kronecker
o tensorial de dos matrices.

Sean A € C™*™ B € C™*™ matrices cuyos valores propios (distintos) son

Ay eeey Asy Astly - vy Ay los de A
Hiyewos sy hst1s -5 Mo los de Ba
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siendo Ay = p1,...,As = s y AM(A) N A(B) = {A1,...,As}. Sean

S()\k,A) = (mkl,mkg,...)
S(/\k,B) = (’I’Lkl,nkg,...)
k=1,...,s

Sea v(A, B) :=dim{X € C™*" | AX — XB = 0}. Es conocido que

vV Pj

v(A,B) = ZZZZ@%M, (3.1)

i=1 j=1k=1h=1

donde
dikjn = grado [m.c.d.((/\ =)™ (N = uj)”fh)}

Véanse los libros de Gantmacher [28, Théoréme 1, p. 221, Chap. 8,n° 1], y de Lancaster y
Tismenetsky [41, Corollary 1, Section 12.5, p. 421].
Siempre que \; # p; se sigue que

m.c.d. (A = X)™* (A — py)"n) =1

¥y, por tanto, d;x;n = 0.
Teniendo en cuenta que en la férmula (3.1) sélo participan esencialmente los divisores
elementales de los valores propios comunes A1, Ao, ..., A, se deduce que

S

v(A,B) = Z Z min(mpq, ;). (3.2)

k=1 (i.5)

Como las particiones de Weyr son las particiones conjugadas de las particiones de Segré, por
la Proposicién 2.6.1 del Capitulo 2 (véase la pdgina 36), se tiene que

V(A,B) =Y WA, A) - w(A, B). (3.3)
k=1

Esta tltima formula puede ser expresada con la notaciéon del producto escalar en W:
v(A,B) =w(A)-w(B).

Véase la Subseccion 3.4.1.

Es conocido que cualquier matriz M € C™*™ es semejante a su matriz traspuesta M. Por
tanto, para todo u € A(M) se tiene que w(u, M) = w(u, M™). Por lo tanto, la férmula (3.3)
implica que

v(A,B) = v(A", B) = v(A, BY) = v(AT, BY). (3.4)

En este punto es preciso que recordemos una desigualdad relativa al producto escalar
que definimos al comienzo de la Seccién 2.6 del Capitulo 2. Para todo x € RY se tiene que
x-x >0,y ademas, x - x = 0 si y sélo si & = 0. Por consiguiente, si a,b € R, entonces

2a-b<a-a+b-b (3.5)
y se da la igualdad si y sélo si @ = b. En efecto,
(a—b)-(a—b)=a-a+b-b—2a-b;

por lo tanto, la desigualdad (3.5) se sigue de que (@ —b)-(a—b) > 0. Y a = b es equivalente
a(a—b)-(a—b)=0.
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Teorema 3.8.1. Sean A € C™*™ B € C™"*"™, entonces

Lo, 4+ v, B)). (3.6)

<
V(A B) < 3

Ademds, vale el signo = si y sélo si m = n y las matrices A y B son semejantes.
DEMOSTRACION. Si )\, € A(A) N A(B), entonces
w(Ag, A) - w(Ag, B) < w(Ag, A) - w(Ak, A) + w(hg, B) - w(Ag, B);

por lo tanto, con las notaciones anteriores sobre los valores propios de A y B,

S 2w A) - w(, B) < > w(d, A) - w(h, A +Z (A&, B) - w(Ar, B)
k=1 k=1
k=1 k=1

De donde, por (3.3)

v(A, B) < [Z/(A7A) + V(B,B)].

N =

Supongamos ahora que

V(A B) = %[V(A, A) +u(B, B)]. (3.7)

A partir de aqui debemos probar que m = n y que A y B son semejantes; en particular,
tenemos que demostrar que A y B tienen los mismos valores propios. Sea

AA)NAB) = {M = pirs- o, As = s}

Entonces (3.7) implica que

3w w(h, A) + D wing, B) - wlpy, B);
Jj=s+1 j=s+1

de aqui que

S

D [Wks A) - WAk, A) + w(A, B) - WAk, B) = 2w(Ai, A) - w(Ai, B)]
k=1

+ Z w(hj, A)+ Y w(py, B)-w(u;, B) = 0.

j=s+1 j=s+1

Como los sumandos de estas tres sumas son no negativos, por las propiedades antedichas del
producto escalar, se sigue que

Vek=1,...,8s w(Ag, 4) = w(\g, B) (3.8)
Vi=s+1,...,u w(\;,A)=1(0,0,...) esdecir \; ¢ A(A)
Vi=s+1,...,v w(u;,B)=1(0,0,...) esdecir u; ¢ A(B).

por lo cual, A(A) = A(B) = {A1,...,As}. Ademds, (3.8) demuestra que A y B son semejan-
tes. En particular, se tiene que m = n. O

Corolario 1. Sean A, B € C"*", entonces A es semejante a B si y sélo si

v(A,A) =v(A,B) =v(B,B).
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4

En varias ocasiones conviene hacer hincapié en que las matrices m X n son “vectores”
de mn componentes. Para ello, se colocan las filas de X en columna, una tras otra. De este
modo definimos un operador lineal, vec, del espacio vectorial C™*"™ en el espacio vectorial
(Cmnxl.

Definicién 3.8.1. El operador vectorizador
vec (men N Cmnxl

se define mediante

— T
vec(X) = (1‘11,5012, ey X1, X215, L2250« o 3 X205 e oo s Tm1ly T2y -+ - ,Imn)
donde
11 12 r Tin
21  T22 -t T2n
X =
Tml Tm2 - °° Tmn

Este operador vec tiene la siguiente relacién con el producto de matrices:

Lema 3.8.1. Sea A, X, B tres matrices cualesquiera de dimensiones tales que el producto
AXB tenga sentido. Entonces

vec(AXB) = (A ® B") vec(X), (3.9)
donde ® denota el producto tensorial o de Kronecker de matrices y T la matriz transpuesta.

Para cualquier entero n > 0, denotamos mediante n el conjunto {1,...,n}. Previamente,
vamos a establecer unas convenciones de notacién sobre una forma de designar las filas y
columnas de un producto tensorial de dos matrices; supongamos que A € C™*™ B € CP*4

A:(aij),B:(bhk), i=1,....om, j=1,....n, h=1,....p, k=1,...,q.

Sea P := A® BT (obsérvese que P es el producto tensorial de A por la traspuesta de B).
Un elemento genérico de P es de la forma

aipbrj, con i=1,....m,j=1,....,n, h=1,...,p, k=1,...,q.

Denotaremos las filas y las columnas de P por pares de enteros que ordenaremos lexicografi-
camente. La matriz P tiene mp filas y ng columnas. Si designamos por

P(i,3),(h.k)

al elemento de P situado en la fila (i, ) y columna (h, k), tendremos que

P(i.5),(h.k) = @inbk;

Para denotar una submatriz cuadrada de P de orden r indicaremos sus filas y columnas en
orden creciente. Asi, si a 1= ((il,jl), e ,(ir,jr)) es una sucesién de elementos de m x ¢
ordenados (i1, j1) <+ < (ir,jr), y B := ((h1,k1), ..., (hr, ky)) es una sucesién de elementos
de n x p ordenados (hi,k1) < ... < (h,, k), la submatriz de P correspondiente a las filas de
a y alas columnas de 3 la notaremos por P|a, 3]. Como los elementos de las sucesiones o y 3
son distintos, también hablaremos de los subconjuntos .y 5 de m X q y n X p, respectivamente.

Ejemplo 3.8.1. Sean A € C?*3, B € C?>*4, X € C3*2, entonces
bi1 bar

bz b
A= (a“ e a13>, BT =" |, P=(pu, — A® BT,
a1 G2z A23 bis  bos (Pi.g).(h)) ®

bia  boy
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con

D(i.5),(h,k) = Qinbk;

Vectorizando la ecuaciéon AX B = Oax4, nos queda (A @ BT)vec(X) = 0. Escribamos desa-
rrollada esta ecuacién ultima para una mejor comprensién de la notacion.

Ly (L2 21 22 (31 (32
(1, 1) Pa,,a,1) P@,1),1,2) Pa,1),2,1) P@a,1),2,2) P@a,1),3,1) Pa,1),3,2) 0
(1,2) | Pa2),,1) Pa2),1,2) Pa2),21) P(1,2),22) P,.2),31) P1,2).32) T11 0
(173) P@a,3),(1,1) P(1,3),(1,2) P(1,3),(2,1) P(1,3),(2,2) P(1,3),(3,1) P(1,3),(3,2) T12 0
(1,4) P@,4),1,1) P@a,4),(1,2) P1,4),2,1) P@1,4),2,2) P@1,4),3,1) P(1,4),(3,2) T21 | _ 0
(2,1) Pe,1),1,1) P2,1),(1,2) P(2,1),(2,1) P(2,1),(2,2) P(2,1),(3,1) P(2,1),(3,2) T22 0
(2, 2) P2,2),(1,1) P(2,2),(1,2) P(2,2),(2,1) P(2,2),(2,2) P(2,2),(3,1) P(2,2),(3,2) 31 0
(2,3) | P23),1,1) P@23),(1,2) Pe3)21) P23).22) P23),3.1) P23)32) T32 0
(2,4) \P2,4),1,1) P@24),1,2) P4),21) P24),22) P24),3.1) P24),32) ( )0
3.10

Sean ahora A € C™*™ B € C"*" y consideremos la ecuacién matricial AX — XB = O
cuya incégnita X pertenece a C"™*™. El conjunto de las soluciones de esta ecuacién es el
nucleo de la aplicacién lineal

X—AX - XB

del espacio C™*™ en si mismo. A la dimensién de este nicleo la venimos denotando por

v(A, B). Aplicando el Lema 3.8.1 a la ecuacién AX — X B = O resulta
(A1, —I,, ® BT) vec(X) = 0;
por lo que
v(A,B)=v(A® I, — I, ® BY) =mn —rg(A® I, — I, ® BT).

Por (3.4), se tiene que

v(A,B) = v(A,BY) =mn —rg(A® I, — I, ® B).
De aqui se deduce el teorema siguiente.
Teorema 3.8.2. Dos matrices A, B € C™"*™ son semejantes si y sélo si

rg(A L, — I, A)=rg(A®I,— 1,8 B)=rg(B® I, — I, ® B).

3.9. Matrices no derogatorias
Conjetura de Sylvester

Teorema 3.9.1. Una matriz A € C"*" es no derogatoria si y sélo si las unicas matrices
que conmutan con A son los polinomios en A.

Observacion 3.9.1. Esto quiere decir que si B € C™*" satisface AB = BA, entonces existe
un polinomio p(A) € C[A] tal que B = p(A).
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3.10. Nulidades de un producto

Lema 3.10.1. Sea A € C"*" y sean los numeros complejos A1, 2, ..., A\q algunos valores
propios distintos de A y p1,pa2,...,pq enteros no negativos. Entonces

VHﬂM%_Aw}:z)ﬂMh_Aw} (3.1)

Observacion 3.10.1. De la ley de Sylvester de la nulidad (Corolario 1 del Teorema 3.1.1) se
sigue que la nulidad de un producto de matrices es menor o igual que la suma de las nulidades
de estas matrices:

Z/(AlAQ cee Aq) g Z/(Al) + Z/(AQ) 4+ 4 Z/(Aq).

El lema presente dice que la igualdad se da para potencias de matrices de la forma A\;I,, — A,
donde \; es un valor propio de A.

Si algunos (o todos) de los ntmeros A;,i € {1,...,q} no son valores propios de A la
igualdad (3.1) sigue siendo vélida. En efecto, en primer lugar, como el producto de las matrices
al, — Ay BI, — A es conmutativo para cualesquiera «,3 € C, se tiene que para todos
i,7 € {1,...,q} es cierta la igualdad

()\ZIn — 14)171 ()\j-[n — A)pj = ()\]In — A)pj ()\7.-[77. — fl)p‘7
por tanto,

MLy — AP oo NIy — AP - (A L, — AYPe =
(AL — AP (Nima Ly — AP (N I, — AYPP2
O — AP (NI, — AP

Asi pues, cuando \; no es valor propio de A, el rango de
(M1, — AP (NI, — AP (N L, — A)Pa

es igual al rango de

()\1[,“ — A)pl s (Aiflln — A)pi*l ()\iJrl[n — A)pi+1 (R ()\qln — A)pq,
y se puede cancelar el factor (A;I, — A)Pi en el miembro de la izquierda de (3.1); como
rg(\i I, — A)P" = n, la nulidad de esta matriz es cero y no aporta nada a la suma del segundo
miembro de (3.1).
3.11. Nulidades de matrices cuasidiagonales por bloques

Consideremos la matriz de la ecuacién (3.2) de la Seccién 3.7
al — A 0 e 0
1 al — A

al — A 0
0 I ol — A

0 0
= <Ik—1 0>®I+Ik®(aI—A),



SEC. 3.12 RANGO MINIMO DE FACTORES INVARIANTES 71

supongamos que cambiamos en los bloques diagonales de P, 1, (A) el ntimero « por diferentes
numeros complejos: a; en los primeros k; bloques, as en los ks bloques siguientes,. .., a4 en
los tltimos k, bloques, con k1 +ka + -+ + kg =k

Poy iy (A) 0 0 0
Pyras(A) = Qk%fﬁ " Paz’lfz W (:) (:) (3.2)
0 0 Qus (D) Pay(4)
donde para j =1,...,¢—1,
0 0 I
Qv (1) 1= (:) (:) (:) c Ckspam)x (kjn)
0 -~ 00

Mediante transformaciones elementales se puede demostrar el lema siguiente.

Lema 3.11.1.

y(PZf;:jj;;f;q (A) = y(diag (Pay ki (A), ..o, Pay ok, (A))).

q

Por lo tanto,

p(Plrrbe(4)) = 3 v (Pa,, (4)). (3:3)

s=1

3.12. Rango minimo de factores invariantes

Sean A € C"™™ y f1(A\) | -+ | fu(XA) los factores invariantes de A. Es conocido que el
altimo factor invariante, f,(A) de A es su polinomio minimo. Por tanto, f,(A) = O; en
particular, rg f,,(A) = 0. Veremos en esta seccién un teorema de Menge (1932) que extiende
este resultado.

Teorema 3.12.1 (Menge). Sea A € C"*™ y sean f1(A) | --- | fn(N) los factores invariantes
de A. Sea d; := gr fi;(\) para cada i =1,...,n. Entonces,
rg f;(A) = min rg f(A). 3.1
gfild) = min = ref(4) (3.1)
0<egr f(A)<d;

DEMOSTRACION. . En primer lugar, si B = P71 AP con P € C"*" invertible y f(\) € C[)] se
tiene que f(B) = P~1f(A)P; por tanto, rg f(B) = rg f(A). Asf pues, podemos suponer que
la matriz A estd en la forma de Jordan A = diag(Jy, Jo, ..., J,) donde A(A) = {A1,..., Ay}
y J; es la suma directa de todos los bloques de Jordan asociados a A;, (j =1,...,u). Sea

S(Aij) = (leij27 e Vin—itl, - -an,n—thn)

la particién de Segré de A;; esta notacion es distinta de la que utilizamos en general, pues
aqui es una n-tupla y v;, > 0, pudiendo ser igual a cero. Entonces,

filA) = (A= Ag)"m =it (A= Ay eom i,
Por tanto, la nulidad de f;(A) es igual a

V[(A — A )ermitt (A — )\uI)l’“""—i“];
lo que por el Lema 3.10.1 implica

l/[fz(A)] = I/[(A — )\1[)'/1,"7#1] IS ,/[(A _ )\uI)V/“=’L*i+1],
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Por la Observacién 3.10.1 si f(A) es un polinomio cualquiera, se tiene que
v[f(A)] = V[(A — alf)pl] + -+ V[(A — aql)pq],

donde aj,...,aq son las raices de f(\) que son valores propios de A y pi,...,pq son sus
multiplicidades algebraicas respecto de f(A). Si ninguna raiz de f(A) fuera valor propio de
A, entonces v[f(A)] = 0. Por tanto, la demostracién de (3.1) se reduce a probar que

v[fi(A)] = max v[g(A4)], 3.2
£ = mix vlg(4) (32)
grg(A\)<d;
A(g)CA(A)

donde A(g) denota el conjunto de raices del polinomio g()\). Sea Ji(0) el bloque de Jordan
de orden k asociado a 0 y sea p > 0 un entero; es facil comprobar que

v[Jk(0)?] = min(k, p). (3.3)

Sea g(A) := (A —=X1)"™ --- (A= Ay)™* con m; > 0 entero paracada j =1,...,uy my+---+
my, < d;. Es decir, g(\) representa un polinomio cualquiera tal que A(g) C A(A4) y de grado
< d;. Cuando m; = Vjpn—it1,J = 1,...,u, el polinomio g(A) es el factor invariante f;(\).
Vamos a hallar la nulidad v [g(A)] explicitamente en funcién de los exponentes my, ..., my,.
A partir de ahi comprobaremos que dicha nulidad es maxima cuando g(A\) = f;(A\). En primer
lugar, por la Observaciéon 3.10.1 se tiene que

v[g(a)] = v[(A— D)™+ v (A=A,
Ahora bien, para cada j =1,...,u,
V{(A - )\jf)m"] = V{(Jj - /\jf)m-’};
como,
v [Ty = M) | = v diag (4, (0™, s (075, (0)7)],
se sigue por (3.3) que

u

V[g(A)] = Z [min(ujhmj) 4o+ min(l/jn,mj)].
j=1

Para cada j la particion conjugada de (m;,0,...) es

por tanto, aplicando la Proposicién 2.6.1 del Capitulo 2 a las particiones s(A;, A) y (m;,0,...)
se tiene que

mj

—
min(vj1,m;) + - - + min(vj,, m;) = w(A;, A) - (1,...,1,0,...,0);
donde este producto escalar - se realiza en R™. En consecuencia,

1 ma
v[g(A)] = wir, A) - (T, 1,0,...,0) + w(ha, A) - (T, .., 1,0,...,0)

u
+ w4 (1,...,1,0,...,0).

Asi pues, V[g(A)} es la suma de las m; partes mas grandes de w(A;, A), mds la suma de
las mo partes mds grandes de w(\g, 4), ..., mas la suma de las m, partes mis grandes
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de w(A,, A). En particular, aplicando este resultado cuando cada m; = vj,—;y1, se tiene
que l/[fZ(A)] es la suma de las vq ,—;41 partes mds grandes de w(A1, A), mas la suma de
las vy ,—i+1 partes méas grandes de w(Ag, 4), ..., més la suma de las vy, ,—;41 partes mas
grandes de w(\,, A). Pero, por ser la particién de Segré de A; la conjugada de la particién
de Weyr de Aj, se sigue que en w()\;, A) hay exactamente v ,_;+1 partes mayores o iguales
quen—t+1,75=1,...,u

Por tanto, V[fZ(A)} es la suma de las partes de la unién

O w(j, A) (3.4)

que son mayores o iguales que n — i + 1; en la unién (3.4) hay exactamente

u
E Vjm—it1 = d;
i=1

partes mayores o iguales que n — i+ 1. En consecuencia, 1/[ fl(A)] es la suma de las primeras
d; partes de la unién (3.4). Mientras que v[g(A)] es la suma de algunas my + - - +my (< d;)
partes de la misma particion unién. Por consiguiente,

v[fi(4)] = v[g(A)].

O
3.13. Ejercicios
Ejercicio 3.1. Sean A € F"*™ B € F"*". Demostrar que
B(Ker(AB)) = Ker A N Ker B.
Ejercicio 3.2. Sean A € C™"*" y « un valor propio de A. Para cada k = 1,...,n,... sea

P, 1(A) la matriz knxkn de bloques definida por la férmula (3.2) de la Seccién 3.7. Demostrar
que
V[Pai(A)] S v[Pap2(A)] < ... <v[Pai(A)] < v[Paps1(A)] < -+

Incluso mas, demostrar que esta sucesion es estrictamente creciente hasta que se estaciona por
primera vez, digamos para el valor k = p, y que a partir de ese indice permanece constante:

V[Pai(A)] <v[Pa2(A)] <+ <v[Pap(A)] = v[Paprr(A)] =---.

Ademés debe ser p < n, y
I/[Pa7k(A)] =m(a, 4),

para todo k > p

Ejercicio 3.3. Dada A € C"*", sean fi1(A) | --- | fu(A) los factores invariantes de A, donde
| denota “divide a”. Para cada p =1,...,n, llamemos

ip(A):=Card{i e {1,....n} | gr (f;(N)) = p},
siendo gr (f;(A)) el grado del polinomio f;(\). Sea A(A) = {A1,..., Ay}. Demostrar que

Luj (A A4)),

es decir, i,(A) es igual a la componente p-sima de la unién de las particiones de Weyr de
todos los valores propios de A.
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Ejercicio 3.4. Sean \q, ..., A\, nimeros complejos distintos y sean Ay € C™*™ A, €
C™uXmu matrices tales que A(A1) = {\1}, ..., A(Ay) = {\u}. Sea A = diag(Ay,..., Ay).
Demostrar que para cada i € {1,...,u},

w(Ai, A) = w(Ai, Aj).

Ejercicio 3.5. Supongamos que A € C"*" que « es un valor propio de A y definamos
B := al — A. Demostrar que 0 es valor propio de B y que

w(0, B) = w(a, A).
Ejercicio 3.6. Sea )y € C. Sea B € C"*" y definamos A := Aol — B. Demostrar que
A(A) ={Xo—p|peADB)}

y que para cada pu € A(B),
w(ho — p, A) = w(p, B).

Ejercicio 3.7. Sean A € C™*™ y B € C"*". Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
demostrar que
v*(A,B) < v(A, A)v(B, B).

Ejercicio 3.8. Sean A, B € C"*" y supongamos que para toda X € C"*™ se tiene que
v(A, X)=v(B,X).
Demostrar que A es semejante a B.

Ejercicio 3.9. Una matriz A € C"*" se llama nilpotente si existe un entero positivo p tal
que AP = 0. Demostrar que A es nilpotente si y sélo si A(A) = {0}.

3.14. Notas al Capitulo 3

La desigualdad de Frobenius sobre rangos (Teorema 3.1.1) y el Lema 3.1.1 siguen la expo-
sicién del libro clasico de MacDuffee [45, Lemma 8.3 y Theorem 8.3, pag. 11]. La Seccién 3.6
sobre la forma canénica dual sigue de cerca la exposicién de Zaballa [57].

El Teorema 3.8.1 es debido a Byrnes y Gauger (1977) [15], quienes utilizaron la hipétesis
adicional de que A y B tuvieran el mismo polinomio caracteristico. Ya en 1979 fue descubierto
que esta hipdtesis era redundante, y se podia suprimir sin mengua del criterio. Véase la
referencia de Matthews [48], quien dice que esta redundancia fue anticipada por Dixon.
Friedland [25] probé este teorema utilizando la propiedad de que la funcién min(z,y) es
céncava homogénea sobre R2, pues

min(ax, ay) = amin(z,y), a >0,

r+u y+v 1., .
5 3 )2§[mln(x,y)+m1n(u,v)].

min (

Nosotros hacemos una demostracion del teorema que no se basa en esta propiedad.

A la hora de ordenar los elementos de una matriz X para formar un vector hay cuatro
posibles maneras. Se pueden disponer las filas de X en fila. Es posible colocar las columnas de
X en una fila. Es posible colocar las filas de X en una larga columna; nosotros procederemos
siempre de esta forma. Y, finalmente, es posible apilar las columnas de X una tras otra; esta
dltima manera es la preferida en el momento de escribir este libro. Aunque las cuatro formas
son equivalentes, al leer cada libro o articulo hay que mirar qué forma de vectorizar eligi6 el
autor. Siguiendo la tradicién que estuvo de moda en los afios 1960, hemos elegido vectorizar
una matriz X poniendo sus elementos asi

— T
VeC(X) = ($11,(E12,‘..,xln,xgl,IQQ,...,SUQn,...,$m1,$m2,...7$mn) .
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Una razén para hacerlo de esta forma es que al vectorizar la ecuacion de Sylvester AX — X B =
O, resulta (A®1I,—I,,@ BT) vec(X) = 0, quedando denotadas las columnas de A®1I,,—I,,@ BT
por los pares (h, k) que ordenan de igual manera los elementos zp, de la columna vec(X).

El Teorema 3.12.1 es debido a Menge (1932); véase la pdgina 74 del libro de MacDuffee
[45]. El Ejercicio 3.7 es un resultado debido a Dixon [21], quien probé ademds que la igualdad
v2(A,B) = v(A, A)v(B, B) es valida si y s6lo si A y B son semejantes a sumas directas de
una tercera matriz C.
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Capitulo 4

Raices comunes de polinomios

Toda la informacién posible sobre un polinomio estd encerrada en los coeficientes del
mismo. Tendria que ser posible contestar a muchas cuestiones sobre el polinomio a partir
de condiciones que satisfagan sus coeficientes. En este capitulo mostraremos cémo es posible
responder de esta manera a las preguntas de cuantas raices distintas tiene un polinomio,
o cuantas raices tiene de multiplicidad dada. El método pasa por averiguar cuando tienen
raices comunes dos (o més) polinomios y, en caso afirmativo, cudntas tienen. Todo ello se
hard mediante el calculo de rangos de matrices construidas con los coeficientes del polinomio
0 polinomios.

4.1. Resultante de polinomios

Recordemos que el nimero complejo Ay se dice que es una raiz de multiplicidad m del
polinomio de coeficientes complejos f(\) = A" +ay A" 1+ +a,_1A+a,, o que es una raiz
m-multiple, si existe un polinomio g(\) tal que

F) = =2)"g(N), vy 9(Xo) # 0.

Utilizando la férmula de Taylor puede demostrarse facilmente que \g es una raiz de multi-
plicidad m de f(\) siy sélo si

FQo) = f/(Xo) == D) =0, (X)) #0. (4.1)
Teorema 4.1.1. Sean
fO) =aA"+a A"+ 4 a,
g(\) = boA™ + 0 A ™ 4 by,

dos polinomios de grados n > 1,m > 1, con ag # 0,bg # 0. Una condicion necesaria y
suficiente para que los polinomios f(\) y g(\) tengan al menos una raiz comin es que la
matriz cuadrada de orden n+ m

ap a1 Qnp 0 0 0

0 ao an-1 an O 0

0 0 ap ap a an

by b1 bm_1  bm 0 0 (4.2)
0 bO bm72 bmf 1 bm 0

0 0 bO bl b2 bm

sea singular.

7
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La matriz (4.2) es llamada la matriz resultante de Sylvester de f y g. Aun méis puede
probarse sobre este asunto.
Teorema 4.1.2. El numero de raices del mdzrimo comun divisor de los polinomios
fO) =aA"+a A"+t ay,
g(A) = boA™ + D N 4 by,

de grados n > 1,m > 1 contando sus multiplicidades es igual a la nulidad de la matriz

ag ai e (025 0 0 “e O
0 agp e Ap—1 an 0 “ee O
o 0 O e ag a1 as N An
R(fa g) i bO bl . bmfl bm 0 . 0 . (43)
0 bO o an—Q bm—l bm e 0
0 O b() bl b2 bm

Consideremos el polinomio complejo
aA) =N+ a NP fan A Fa,

y h polinomios complejos by (A),...,bn(N). Sea II := {a(N),b1(A),...,bn(N)}. Supongamos
que el maximo grado de los polinomios by (A),. .., b, () es p < n. Entonces escribamos

b1(A) = brn—p A 4 b1 () AP A+ b1 A F by
bi(A) = bin—p A + by () NP+ by 1 A+ biny

br(A) = bhn—p A + b (e ) AP+ b1 A+ by

con b; n—p # 0 para al menos un valor de ¢ € {1,...,h}. Definamos una matriz p x (n + p)
asociada a a(\):
1 a1 as an 0 0
0 1 a Ap—1 Qn 0
So =
O 0 . e 1 a1 e Ap—1 Ap

y una matriz n X (n + p) asociada a cada b;(\)

bin—p bin-@p-1y -+ bin 0 e 0
0 bi,n—p o bi,n—l bzn U 0
0 0 oo bimep o bimo1 bin
para i = 1,..., h. Definimos la matriz resultante generalizada de Sylvester de los polinomios

a(N),bi(N), ..., bu(N) asi:
So
S
R:=R(Il) == R(a,by,...,by) == | . | € ClnhFp)x(nip), (4.4)

Sh
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Si consideramos los polinomios a(A) y b1 (\) de grados n y p, respectivamente, vemos que

R(a). () = )

es la matriz (n 4+ p) x (n + p) llamada resultante de Sylvester de a(\) y b1(A). Con estas
notaciones se tiene el teorema siguiente, cuya demostracién puede verse en el libro de S.
Barnett [6, Theorem 1.10 en la pag. 39].

Teorema 4.1.3. El numero de raices del mdzrimo comun divisor de los h + 1 polinomios
a(/\), bl()\), ey bh()\),
contando multiplicidades es igual a la nulidad de la matriz R, definida en (4.4).

Es decir, v(R) :=n+ p —rg(R), es el nimero de raices comunes a estos h + 1 polinomios
en \. Si v(R) =0, o rg(R) =n + p (rango completo), entonces no hay raices comunes.

Observacion 4.1.1. Si la presencia de otros pardmetros en la descripcién de los polino-
mios f(A) y g(\) pudiera dar lugar a confusién, denotaremos la resultante R(f,g) por
R(f.g,\) o R(f(X),g(\), ). Andlogamente, se usaria R(a()),b1(N),...,bn(X),\) en vez de
R(a()\), b1 /\), ‘g bh(/\))

4.2. Multiplicidades de las raices
Dado un polinomio complejo

FO) = A"+ a N b a, A+ a,

para cada entero k, 1 < k < n, denotemos por Ny, (resp. px) el ntmero de raices distintas
de f(\) de multiplicidad > k (resp. = k). Obviamente, el nimero de raices distintas de f(\)
coincide con el nimero de raices de f(\) de multiplicidad > 1, Nj.

Teorema 4.2.1. Dado el polinomio complejo

FO)=X"+a A"+ a1 A+ ap,

sea R(f, f', ..., f®)) la matriz resultante de Sylvester generalizada de los polinomios f(N), f'(\), ...

para cada k =1,2,... n,n+ 1. Entonces,

Ne=v(R(, o S5 = v (RS F )
o= V(RO oo fO70)) = (RS S FO) 4 (RO S f5FD))

para 1 <k < n, donde sik =1, v(R(f, f',..., f* D)) :==v(R(f)) ¥

1 aqg ay -+ an, 0 0

0 ]_ a1 PN Apn—1 an e 0
R(f) :=

o 0 --- 1 a; o ap_1 ap

DEMOSTRACION. La matriz R(f) tiene dimensiones (n—1) x (2n—1); por lo tanto, rg R(f) =
n — 1. Lo que implica

v(R(f)) =n. (4.1)

Demostraremos la formula para Ny por induccién sobre k. Supongamos que k£ = 1. En-
tonces el ntimero de raices distintas, 7, de f(\) coincide con Ni. Sean A1, Ag,..., A, € C
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las raices distintas de f(A) con multiplicidades respectivas m, ma, ..., m,. Entonces se si-
gue que el ntmero de raices comunes a f(A) y f/(\), contando sus multiplicidades en el
med(f(\), f'(\), es

(m1 —1)—|—(m2—1)+---—|—(m7.—1), (42)

pues por (4.1), la raiz m;-multiple A; de f(\) es una raiz (m; — 1)-mdaltiple de f’(\), y, por
ello, es una raiz de multiplicidad m; — 1 del med(f(\), f/(N)), para cada i = 1,...,r. Por lo
tanto,
(m1 — 1)+ (mg — 1) + -+ (m, — 1) = v(R(f, ).
De donde,
my+ma+ -+ m, —r=v(R(f, ),

pero m; + mg + -+ + m, = n; lo que implica n — r = I/(R(f, f’)); es decir, que r =
n—v(R(f, f')). Por tanto,

r=v(R(f)) —v(R(f. [");
lo que equivale a

Ni =v(R(f)) —v(R(f, 1)), (4.3)
pues V(R(f)) = n. Esto demuestra la formula sobre Ny para k = 1.

Supongamos ahora que la férmula para N es cierta para 1,2,...,k, y probémosla para

k+ 1. Sean ay,ag,...,ay,,, las raices de f()) de multiplicidades > k + 1; denotemos sus

multiplicidades respectivas por my,ma,...,mn,_ . Entonces para cada i = 1,..., Npy1, el
ntmero «; es raiz (m; — (k + 1))-multiple del polinomio

med (f(A), f/(N), ... fEFD ()

lo que implica

(ml_(k+1))+"'+(me+1_(k+1)):V(R(f?f/v"'af(k+1)))'

Luego,

my+ -+ my,,, — (k+D)Nesr = v(R(f, fs.. fET)). (4.4)
Pero, por la definicién de los nimeros Nj,j = 1,...,n, el polinomio f(\) tiene Ny — Nj41
raices distintas k-miltiples, Ny_; — N}, raices distintas (k — 1)-multiples, ..., No — N3 raices

distintas dobles y N7 — N raices distintas simples. Por consiguiente, el grado n es igual a la
suma de las multiplicidades de las raices, expresada asi:
n = (m1 + -+ me-H) + k(Nk — Nk+1) + (k — ].)(Nk,1 — Nk)
+ -+ +2(N2 — N3) + (N1 — Na);

de donde,
m1+"'+me+1 :n_ka+ka:+1_(k_1)Nk*1 (45)
(k= )N = (k= 2)Nkoa + (k — 2)Npy
.- — 2Ny +2N3 — Ny + N
=mn+kNgy1 — Ng — Ng—1 — -+ — N3 — N2 — Ny;
Ahora, (4.4) y (4.5) implican

n+ka;+1_Nk_Nk71 —‘~‘—N2—N1—(k+1)Nk+1
=v(R(f, s JED));

de donde,
k

n—=Y Ni—Niw1 =v(R(f. [, fED));

=1
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por tanto,
k
ﬂ—zNi—V(R(f’f/,---7f(k+1))>:Nk+1- (4.6)
i=1

Pero, por la hipdtesis de induccién,

N =v(R(f)) = v(R(f, 1),
Ny =v(R(f, f) = v(R(f. ', ")),

Nk_l = V(R(f’ f/’ c "f(k72))) - V<R(f7 flv . '7f(k71)))7
Ne=v(R(f, £ S D) = v (R £ )

lo que implica
k

NN =v(R(f) — (R L. ).

i=1
De aqui, por (4.6) y (4.1),
V(R(fo f'eo S8 = v (R(f, s, fETD)) = Ny

En consecuencia, la formula para Ny es cierta para todo k=1,...,n.
Cuando 1 < k < n, como pj, := N — Ni41, de esta consecuencia se sigue que

pe=v(R(f S JETD) = v (RO f )
~ (R [ F)) + v (RS, F o FEED)).
Si k = n, entonces V(R(f, f’,...,f("))) = 0, pues no existe raiz comun a f, f',..., f(";
también v(R(f, f',..., f"*D)) = 0. Asimismo, N,41 = 0. Luego,
Pn :Nn_NnJrl =N, :V(R(f7fla'~'7f(n_1)>) _V(R(faflw"af(n)));

que equivale a
pn=v(R(f. [ D)) —2-0+0.
Por consiguiente, la férmula para pj es cierta para todo k =1,...,n.
O

Corolario 1. Si f(A) := A" +a A" 1 +---+a,_1\+a, es un polinomio complejo, entonces
el nimero de raices distintas de f(\) es

n — I/(R(f, f')). (4.7)

Dado que la matriz R(f, ') tiene 2n—1 columnas, se sigue que el nimero de raices distintas
de f(\) es igual a
rg R(f(A), f'(A\),A) —n+ 1. (4.8)

Observacion 4.2.1. La matriz R(f, f’) es cuadrada de orden 2n — 1 y, por las notaciones que
estamos usando, viene dada por

M1 a Ap—1 an 0 0 0 T
0 1 a1 - Ap—1 (025 e 0
0 0 1 a1 Ap—1 an
n (n—1)a . QAp—1 0 0
0 n (n—1)ay Gpp1 0
-0 0 “ e n (n — ].)al P “ .. a/’n,fl_
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Una sucesién finita o infinita de nimeros reales (x)g=o,1,... se dice decreciente si para
todo k, i > Tr41; se dice que (zx)g=01,... €S conveza si para todo k el punto de coordenadas
(k4+1,2k4+1) estd por debajo de la recta que une los puntos (k, zx) y (k4 2, 2x42). Dado que
la ecuacién de la recta que une estos dos puntos es

Thy2 — Tk Th+2 — Tk
= T — x
Yy 9 9 + k>
la ordenada del punto de esta recta correspondiente a la abscisa k + 1 es igual a
x - T -
k42 k(k+1)_ k42 k+$k
2 2
Trio — T Tp42 + T
= 5 + K = — 5 ;
por tanto, la sucesion (xy)r=0,1,... €s convexa si y sélo si para todo k
Tp+4o + Tk
Th+1 S +7§
2
lo que equivale a
0 < Tpyo — 2Ty + T (4.9)
%y
X +xk+2)/2
X\
Xk+2
Kk k+l k+2

Figura 4.1: Sucesién convexa.

A veces denotaremos por x(k) el término k-ésimo, xy, de la sucesién x. Las condiciones
para que una sucesion sea decreciente o convexa pueden expresarse por medio del operador
diferencia , A, que a una sucesiéon de ntimeros reales x hace corresponder otra sucesién de
numeros reales Ax definida para cada k =0,1,..., por

(Az)(k) :==z(k+ 1) — z(k).
Aplicando de nuevo el operador A a la sucesién Ax se tiene A%z := A(Az). Por tanto
(A%2)(k) = (A(A2)) (k) = (Ax)(k +1) — (Az) (k)
=zk+2)—xk+1) —[z(k+1) —zk)] = z(k +2) — 22(k + 1) + (k).

Con estas notaciones se sigue que x es decreciente si y sélo si para todo k,

(Az)(k) <0.
Y x es convexa si y sélo si para todo k,

(A%2)(k) > 0.

Resultados completamente analogos a los criterios de decrecimiento y convexidad de una
funcion real de variable real derivable f en un intervalo en términos del signo de sus derivadas
f"y [, respectivamente.
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Corolario 2. La sucesion finita xy := V(R(f, ., f(k))), para k =0,...,n es decreciente
y convera.

DEMOSTRACION. En efecto, tomando las diferencias primeras y segundas, se tiene que

(Az)(k) = —Npy1 <0, (A%2)(k) = pry1 = 0, V.

4.3. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea f()\) = ag + a1\ + - + a1 A" "1 4+ @, A" un polinomio de coeficientes

complejos y de grado n, cuyas raices son A1, ..., A, con multiplicidades my,...,m,, respec-
tivamente. Sea {i1,...,4,} un subconjunto de {1,...,u} y sean ki, ..., k, nlmeros enteros
positivos tales que k1 < m;,,...,k, < m;,. Demostrar que para todo € > 0 existen nimeros
complejos ag, af, ..., a, tales que:

!/ ! !/
(1) |ag —aol < e,]a) —a1| <e,...,|a, —an| <e,
(2) los niimeros \;,, ..., \;, son raices del polinomio g(\) = a)+ajA+---+al,_; A"t +al A"

con multiplicidades k1, ..., k,, respectivamente.
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Capitulo 5

Continuidad y aproximaciéon

5.1. Continuidad del espectro

Recordemos que la férmula

1Al = lagl, (5.1)
i.j

donde A = (a;;) € CP*9, define una norma matricial. Esta norma la hemos denotado | - |1
en el Capitulo 1. En el capitulo presente omitiremos el subindice 1 por brevedad. El conjunto
CP*4 es un espacio métrico con la distancia asociada a esta norma.

Si 7 es un ntmero real positivo y « es un nimero complejo, por B(q,r) denotaremos la
bola abierta en C de centro oy radior: {z € C: |[z—a| < r}. Si A € CP*9, Berxa (A, ) denota
la bola abierta en CP*? de centro A y radio r: Beexa(A,r) = {X € CP*9: | X — A|| < r}.
Para cualquier entero n > 0, denotamos mediante n el conjunto {1,...,n}.

Teorema 5.1.1. Sea A € C™" y sea A(A) = {A1,Aa,..., A} el conjunto de distintos
valores propios de A. Sea € > 0 un numero real tal que los discos

D1 = B(>\1,5),D2 = B()\Q,&), . .,Du = B(/\u,S)

son disjuntos dos a dos. Entonces existe un nimero n > 0 tal que para toda A’ € V =
B(Cnxn(A,ﬂ),
A(A"YC DiUDyU---UD,, (5.2)

y para todo j =1,...,u,

S muA) = m(h, A). (5.3)
HEA(ANNB(N; e)

DEMOSTRACION. Primera parte. Ya que A(A) C B(0,]|4]), los discos D, ..., D, estdn
contenidos en el disco compacto D := B(0, ||A|| + ¢). Sean

K: =D~ (DyU---UD,)

R :={(2,X) € CxC"" | det(zI, — X) #0}.

El subconjunto R de C x C™*"™ es abierto. Sea z € K; ya que z ¢ A(A), tenemos que
(z,A) € R. Por lo tanto, existen un entorno abierto A, C C de z y un ndmero real r, > 0
tales que

A, % B(Cnxn (A,’I"Z) C R.

Como {A.}.ck esun recubrimiento abierto del subconjunto compacto K, existen z1, ..., zm €
K tales que
KCA, U---UA

Zm

85
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Sea ny :=min{r,,,...,r. ,e} y consideremos cualquier A’ € Bcnxn(A,n). Para todo z € K,

(z,A") € U A., X Benxn(A,1.,) C R;
i=1

es decir, que z ¢ A(A’). En consecuencia, A(A") C C\ K. Por otro lado, A(A") C B(0, ||A|);
ademas

[A < (14" = Al + [IA]] < e + [| Al
Por consiguiente,

AAYCDNK=D;U---UD,.

Esto prueba (5.2).
Segunda parte. Para cada valor propio \j de A, (j =1,...,u), sean

Hj1s Hg2s - -5 Mjt;

los valores propios distintos de A’ que hay en B()\;, €). Vamos a demostrar que la suma de las
multiplicidades algebraicas de pj1, 2, - .., ptje; es igual a la multiplicidad algebraica de A;.
Para ello puede ser preciso elegir un ntimero 7; aun mas pequeno. Fijemos nuestra atencién
en una matriz muy grande asociada a A;:

NI —A 0 S 0
I NI — A ;
P (4) 1= rooared ,
NI —A 0
0 e I NI —A
que es una matriz de tamafio n® x n?; en esta matriz el ntimero A; aparece escrito n? veces.

Elijamos ahora dos ntimeros 01, d2; positivos tales que para todos A" € C"*™ y p1, ..., fin2 €
C que satisfagan

||Al _AH < 51ja|/~‘bl _)‘j| < 62j7"'7|:un2 _A]| < 62ja

se tenga que el rango de la matriz n® x n®

pnl — A’ 0 0

I /JQI — A
I /,631 — A

MnQ—l-[ - A/ 0
0 e I pp2l — A’
sea mayor o igual que el de Py, ,2(A).
Sean
01 := min 415, d2:= min dy;;
1<j<u 1<j<u
si las bolas B(\j,02),7 = 1,...,u no son disjuntas a pares, elegimos un 63,0 < d3 <

min{d,, e}, para que las bolas B(\;,d3) si lo sean. De acuerdo con lo probado en la Pri-
mera parte, podemos elegir un 7 > 0 y menor que d; y 1 tal que A’ € C"*" |4 — Al <
implique que

A(AI) - LuJ B()\j,ég).

Jj=1
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Tomemos V := Benxn(A,n); entonces para cada A’ € V sean puj1, fujo,. . ., ftje, los valores
propios de A’ que estén en la bola B(\;,d3),7 = 1,...,u (obviamente, t; < n). Por (3.2) de
la Seccién 3.5, (3.5) de la Seccién 3.7 y (3.3) de la Seccién 3.11 del Capitulo 3 se tiene que

V<Ppﬁ’,'.v...7,ﬁjtj (A/)) = m(/u‘jh A/) +e m(/J“jtJ ) A,)a (54)
donde la matriz
P (A)

viene definida en (3.2) de la Seccién 3.11 del Capitulo 3, particularizando ¢ := t;, k1 =
N, kg =Ny Q1= 1, .., Qq 1= 15, Escogemos ahora un ntimero complejo cualquiera
i que no sea valor propio de A" y que satisfaga la desigualdad |y — Aj| < d3, entonces por la
forma de elegir 03,
V(P,Lﬁ’;:f,,?;tj ,Z;:::;Z(A’)) < v(PWﬂ (A))- (5.5)
——
n—t

J

Pero, mediante transformaciones elementales se puede probar que

v(Puigt @) = v(Buln, (). (5.6)
~——

nftj

Por consiguiente, por (5.4), (5.5) y (5.6),
(g1, A') + o+ mpge,, A) < v(Py,a(4)). (5.7)

Pero por (3.5) de la Seccién 3.7 del Capitulo 3,

V(PA].,HQ (A)) = m();, A). (5.8)
De (5.7) y (5.8) deducimos
m(pjn, A) + -+ m(pgey, A <m(dy, A); (5.9)
que resumimos asi )
i:m(yjs,A’) <m(A,A), j=1,...,u (5.10)
s=1

Sumando las u desigualdades (5.10) se obtiene

u

n= ZZm(ujs,A') < Zm(Aj,A) =n, (5.11)

j=1s=1 Jj=1

pues la suma de las multiplicidades algebraicas de todos los valores propios de una matriz
n X n es igual a n. Por lo tanto, todas las desigualdades (5.10) deben ser igualdades

2
Zm(MjS,A/):m(Aij)v jzla"'aua
s=1

ya que si al menos una desigualdad de (5.10) fuera estricta se seguiria por (5.11) que n < n,
lo que seria absurdo. O

Observacion 5.1.1. Acabamos de ver en la demostracién del Teorema 5.1.1 que la inclu-
sién (5.2) es vélida para un valor de 7 > 0 y que la igualdad (5.3) es cierta para un segundo
valor de 7, quizd mas pequefio. Vamos a demostrar a continuacién, utilizando teoremas de
funciones de una variable compleja, que (5.3) es vélida para el primer valor de 7.
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De hecho, tomando el valor éptimo de ¢; es decir,
RPN
€p := min =|\; — \j|,
0= % 2 J
se tiene que la igualdad de multiplicidades (5.3) es valida para el primer 7y asociado a este
0. Esto es, aquel ng > 0 tal que |4’ — A|| < ny implica que
A(A") € B(A1,e0) U+~ U B(Ay,€0)- (5.12)

Teorema 5.1.2. Sea A € C"*™ con espectro A(A) = {\1,..., A}, u < n. Sea
1
o :=min—|X\; — Aj|, 4,5 €{l,...,u}.
o=ming =\l i€ L)

Supongamos que el nimero real 1y tiene la propiedad de que ||A’ — A|| < no implica que
A(A/) C B(/\l,z’:‘o) U---uy B(/\u,ao).

Si ||A" — Al < no, entonces para cada j =1,...,u se satisface también la igualdad

> m(p, A') = m()\j, A). (5.13)
HEA(ANNB(\j,e)

DEMOSTRACION. Para cada j = 1,...,u, sea 7; la circunferencia de centro \; y radio &g
recorrida en sentido positivo. Para toda matriz X € C"*", definamos por

Fx(\) == det(\,, — X)

el polinomio caracteristico de X. Como los coeficientes de fx se pueden expresar como
suma de menores principales de la matriz X, se tiene que la aplicacién (A, X) — fx(\) es
continua. Sea cualquier matriz A" € C"*" tal que ||A’ — A| < 19. Como la bola Berxa (A, n0)
es un conjunto convexo (véase[41, Exercise 2, p. 356]), se tiene que el segmento {X (t) :=
A+t(A— A),t €[0,1]} estd contenido en dicha bola. Por el Corolario 2 del Teorema D.1.1
del Apéndice D y el Teorema D.2.1 del Apéndice D, para cada ¢ € [0, 1], se tiene que

B 1 fgg(t)()‘)
N;(t) = 5~ L Fxa )

nos da el ntimero de valores propios de la matriz X (¢) que estdn contenidos en la bola B(\, €p),
contando sus multiplicidades. Dicho de otra forma,

N = Y mwX(0)

HEA(X ($)NB(Aj,0)

dA

Pero N;(0) =m(A;, A) y

NJ(]-) = Z m(,uvAl)a

HEA(ANNB(Nj,e0)
ademads, la funcién ¢ — N;(t) es continua, con valores enteros y el intervalo [0,1] es un
conjunto conexo; por lo tanto, N;(0) = N;(1). O
5.1.1. El espacio métrico de n-tuplas desordenadas
Definicién 5.1.1. Decimos que dos n-tuplas
(21,22, -y 2n) ¥ (W1, Wa, ..., wy)
de C™ son equivalentes si existe una permutacién o de {1,...,n} tal que

Wi = Zg(i), (i=1,...,n).
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En cuyo caso escribimos
(21,22, -y 2n) ~ (W1, Wwa, ..., Wy).
Es facil comprobar que la relacion ~ en C™ es una relaciéon de equivalencia.

Definicién 5.1.2. Llamaremos n-tupla desordenada de nimeros complejos a cualquier clase
de equivalencia de ~; es decir, a todo elemento del conjunto cociente C" /~. La clase de equi-
valencia correspondiente a la n-tupla (z1, 22, . .., 2,) € C™ serd denotada por [(z1, za, . .., 2n)].

Proposiciéon 5.1.1. Un sistema completo de invariantes para ~ estd formado por las n
sumas de Newton
Lk k k
Sk(l‘laan"wxn) =Xy AT ATy,

k=1,...,n.
Observacion 5.1.2. Es obvio que otro sistema completo de invariantes para la relaciéon ~ esta
constituido por las n funciones simétricas elementales. Puede verse la relacién explicita que

hay entre las sumas de Newton y las funciones simétricas elementales en el Ejercicio 14, § 33,
pégina 608 de Godement [30].

Definicién 5.1.3. Sean « := [(al,ag,...,an)] y B o= [(61,ﬂ27...,6n)]; a,B e CV/~.

Llamamos distancia del emparejamiento éptimo entre o y B al niimero

= mi : i — Boi 14
d(e, f) := min 1r£ia<><n|az Bo (i) (5.14)
donde S, es el grupo de permutaciones de {1,...,n}.
Para abreviar introducimos la notaciéon n := {1,...,n}. Con ella, d(a, 8) se puede expre-
sar asi

min max |o; — Al
€S, icn i = Boo|

Ejemplo 5.1.1. Sean

(a17 a2, 3,04, 5, Og, Ck7) = (37 37 57 5; 77 87 3)7
(Bla ﬂ?v B:’)? /647 557 66a 167) = (2/97 5/37 3/2a 3,17 8l2a 7/17 4/9)7

entonces
|011 —51‘ = ‘3—2/9‘ = 0/1,
lag — Bo| = [3-5"3] = 273,
|013 - [‘33‘ = ‘5 - 3/2‘ = 1/8,
log — Ba| = [5-31 = 19,
las — Bs| = [7-82] = 12,
lag — Bs| = [8=T1 = 09,
|Ot7 — 57‘ = ‘3 — 4/9‘ = 1/9,
por lo que
2 . A = /
max la; — Bi] = 2'3.
Pero, si permutamos (81, 2, B3, B4, 85, Bs) de acuerdo con la permutacién 7 de {1,...,7} tal
que

(/87'(1)’ 57'(2)7 /BT(?))? 57(4)7 67'(5)3 67'(6); ﬂT(?)) - (2/9a 3/27 5/3, 4/93 7I]—7 8/2a 3/1)3
se sigue que
’ o N
wax |aq — fr| = 0'3.

Es fécil verificar que, en este ejemplo,

d([(alv s 70[7)], [(ﬂl» .- a67)]) =0'3.
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Lema 5.1.1. La cantidad d(«, 8) no depende de los representantes elegidos (a1, aa, ..., ap) €
a y (B1,P2,...,0n) € B. Ademds, d es una distancia en C"/~; esto es,

d(e, B) 2 0,

d(a, f) =0 a =45,

d(a, ) = d(B, o),

d(a, ) < d(a,y) +d(v,5),

para todos a, ,y € C™/~ .
DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que d(a, 3) est4 bien definida. Sean
(ala e 7Oén)(61, cee aﬁ’n) S (Cn

y 01,092 € Sy; definamos

(@1, 00) == (Ao (1) Yoy (n))

(ﬂia ceey B;L) = (502(1)7 v 7ﬁ02(n))~
De estas notaciones se siguen las identidades

Vicn, aj=c0a o) Bi = B Ly (5.15)
en efecto, para cada i € n sean j := oy (i) y k := 05 ' (i). De aqui que

a} = Qo1(j) = oy (o7t ) — M

/Bllg = 502(#;) = ﬂ@(g;l(i)) = Bv

Demostraremos que

/
sel iy les = Pool = zefp mixles = Pro| (316)

Sea m € S, una permutacién donde se alcanza el minimo del LHS de (5.16); esto es,

in rgleag la; — Bogy| = Igleéﬂx ot — Bray|

Por (5.15) se tiene que
/ :
i = Brci)| = 0G0 = Bopsmiiy |

llamando 7 := 02_1 o7 o gy se sigue que

por consiguiente
|Cvi — /BTK'(’L)| = a;l_l(i) - 6:72_1(71'(1')) = |O‘; - 6"[‘(])|7

y los conjuntos

{lon = Bryls -+ o5 lan = By}

{lef — 5/7(1)|a sy = 6‘/1'(n)|}

son iguales. Por lo tanto,

’ ’ ! /
I?Eaﬁx o, — /B‘n'(i)| = I?Gaﬂx o — ﬂT(i)|-
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Como 7 es un elemento de S,,, deducimos que

Hileéﬁx lov; = Br(py| > min méx |of — 5é(i)|~

oES, i€n
De donde,
min max |o; — By¢s| > min max|ol — B2 ] 5.17
0ES, i€n i = o] 2 cES, i€n [ = Fo o) (5.17)

De forma anéloga se prueba que

min méx|af — fo;)| > min méx |ai — o). (5.18)

Por (5.17) y (5.18) se sigue que

’ 7 7. z / !/
min méx |a; — By = min max |a; — 5|
c€S, ien i = Bo i c€S, ien o ﬂ”(z)|

Lo que implica que

d ([(alv"'van)]a [(ﬂlaalgn)]) =d ([0/1770541}7[(51775;)])

Ahora demostraremos que d es una distancia en C" /~. Sean

a:=[(ar,...;on)], B :=[(B1,- .., Bn)] € C" /.

Como |z| > 0 para todo z € C, es obvio que d(«, 8) > 0. Veamos a continuacién por qué
d(a,B) = 0 siy s6lo si @ = : En primer lugar, d(a,«) = 0, pues entre las permutaciones
que o recorre en (5.14) estd la permutacion identidad id. En segundo lugar, si d(«, 8) = 0 se
tiene que
i A ; — a| = 0. 1
min qleagclaz Boiy] =0 (5.19)

Sea o € S,, una permutacién para la que se alcanza el minimo de (5.19); entonces

I?eég( loi = B i)] = 0.

Por tanto, Vi € n, |a; — B4yl = 0; de donde

(Oé],...,an) ~ (617"'7671))

lo que implica a = .
Ahora probaremos que d(a, §) = d(f, ). Sea o¢ € Sy, tal que

d(a, B) = méx|ai = Boy ()|

Como Vi € n, i = oy (09(i)), se tiene que a; = Q=1 (4 (s))- POT consiguiente,
d(ev, ) = I?eéﬂx Qo t(oo(i)) — Boo(i)

= méx|a, ;) = f5] > min mix|f; — ao(p)| = d(B,@);

lo que implica que d(«,5) > d(8,«). Por simetria d(5,«) > d(«, ), y, por consiguiente,

d(e, p) = d(B, a).

Finalmente, probaremos la desigualdad triangular d(«, 8) < d(«,~) + d(y, 8) para cua-
lesquiera «, 3, € C™/~. Supongamos que v = [(71,...,7n)]. Sea m € S, tal que

d(a,v) = rgleéﬂx lovi = Yr(iy s
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para cada o € S, y para cada i € n se tiene que

loi = Boiy)] < i = Ya(o)| + [Vr(i) = Boto)l;

de donde, tomando minimos al recorrer i el conjunto n, se infiere que

méx lovi — By < méx (lei = Yoyl + i) = Boa )

< méx lovi = Vr(iy| + méx [Yr(s) — Bo()l-

Sabemos que si f: A — R es una funcién que alcanza su minimo en un conjunto cualquiera
Ay sic €R es una constante, entonces minge4(c+ f(x)) = ¢+ minge 4 f(x). Por lo tanto,
como la cantidad

f?gg( o — %r(i)|
no depende de o € Sy, se deduce de las desigualdades anteriores que

min max |o; — o < méax|a; — ; min ma N — Al
min Z_GEX| i — Boy| < Z_GEX\ i %(z)|+oesn nax [Yr (i) — Bo(iyl

Por lo Cuala d(Oé, ﬂ) g d(O{, 7) + d(fYa ﬁ)a pues v = [(’77\'(1)7 tee 77#(77,))]
O

Al conjunto C™/~ se le llama producto simétrico de C por si mismo n veces y se denota
por CZ

sim*
Notacién. Si una matriz A € C"*" tiene los valores propios

A1 con multiplicidad algebraica my

Ao con multiplicidad algebraica mso

A, con multiplicidad algebraica m,,,

siendo my + mo + - -+ + my, = n, a la matriz A le asociamos la n-tupla desordenada

mi m2 Moy

—N— —
ElgA: [()\1,...,)\1,)\27...,AQ,...,Au,...,Au)}.

El resultado siguiente expresa la continuidad del espectro de una matriz en términos del
espacio métrico (CZ%, , d).
Teorema 5.1.3. La aplicacion
A — Eig A

de C™*™ en C%,, es continua.
Observacion 5.1.3. Sean A € C"*™ y A(A) = {A1,..., Ay} el conjunto de sus valores propios.
Supongamos que 6 > 0 es un ntmero real tal que las bolas abiertas B(\;,d) y B(\;,0) son
disjuntas para todos 4,j € {1,...,u}, con i # j. Si A’ es cualquier otra matriz de C"*" tal
que

d(Eig A, Eig A") < 6,

entonces

A(A)) € U™, B(\;,0).
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Sea A(t) una matriz n x n que depende continuamente del pardmetro ¢. Entonces resulta

que la funcién
t — Eig A(t)

es continua, por el Teorema 5.1.3 y teniendo en cuenta que la composicién de dos aplica-
ciones continuas es una aplicacién continua. Dicho de manera méas formal, sea E un espacio
topoldgico y
A:E—CY"
t— A(t)

una funcién matricial continua. Entonces la funcién
A E — C%

sim

t — Eig A(t)

es continua en cada punto ty € E. Esto significa que la distancia de Eig A(t) a Eig A(to)
tiende a cero cuando t — tg, para cada ty fijado. La continuidad —asi formulada— es la
continuidad de los valores propios repetidos como un todo. es una cuestion diferente saber
si es posible o0 no definir una “parametrizacién continua” de los valores propios repetidos de
A(t); es decir, jes posible definir n funciones complejas continuas

w:E—=C ... uy: E—C,

tales que para cada t € F,
(11(0), . 1n(t)) € Eig A(t)?

En general, la respuesta es no. Por ejemplo, la funcién matricial

0 =z
A(z) = (1 O) , z€C,
tiene por valores propios a

p(z) = 212, pa(z) = =272,

que no son funciones continuas en z = 0. Sin embargo, la respuesta a la cuestién anterior es
afirmativa en los casos siguientes:

1. cuando ¢ varfa en un intervalo de la recta real [39, pdg. 126, Theorem 5.2], [12, pag.
155];

2. cuando para todo ¢t € E los valores propios de A(t) son nuimeros reales (por ejemplo,
esto ocurre si la matriz A(t) es hermitica [53, pag. 39]);

3. cuando para todo t € E los valores propios de A(t) estdn situados en una misma recta
del plano complejo (por ejemplo, esto ocurre si la matriz A(t) es antihermitica, cuyos
valores propios son imaginarios puros);

4. cuando para todo t € E los valores propios de A(t) estdn situados en una circunferencia
(por ejemplo, esto sucede si A(t) es unitaria [5, pdg. 465]).

5.2. Matrices genéricas

Teorema 5.2.1. Sea A € C"*™ y ¢ > 0 dados. Entonces existe una matriz B € C™"*" que
tiene sus valores propios simples y tal que |B — A|| < e.

Teorema 5.2.2. El subconjunto de C™"*™ formado por las matrices que tienen sus valores
propios simples es abierto.

Teorema 5.2.3. El subconjunto de C"*™ formado por las matrices no derogatorias es abierto
y denso.
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5.3. Criterio local de semejanza

Vimos en el Corolario 1 del Teorema 3.8.1 que dos matrices A, B € C™*™ son semejantes
si y solo si
v(A,A) =v(A,B) =v(B,B).

Vamos a ver que la condicién v(A, A) = v(A, B) es suficiente para garantizar la semejanza
cuando la matriz B estd suficientemente cerca de A.

Teorema 5.3.1. Sea A € C™"*", entonces existe un entorno V de A en el espacio C"*", tal
que si A’ €V y
v(A,A) =v(AA),

las matrices A y A" son semejantes.

DEMOSTRACION. Vectorizando la ecuacién matricial AX — XA = O, por el Lema 3.8.1,

resulta
(AT, - I, ATz =0, (5.1)

siendo x = vec(X). Esto es,
_ T
r = ($11,$12, co ey T1n, 21,2225+ -+ 3 X205 -+, Tnly T2,y - - - 7xnn)

Supongamos que rg(A ® I, — I,, ® AT) = r. Esto significa que existen sucesiones estric-
tamente crecientes a, 8 de r elementos de n X n tales que

(A® I, — I, @ AT)[a|B]| # 0.

Por un argumento de continuidad se puede probar que existe un entorno U de A en C"*"
tal que si A’ € U, entonces

(A® T, — I, ® A")[a|]| # 0.

De ahora en adelante supondremos que ademds de ser A’ € U, se tiene que v(A4,A) =
v(A, A’); lo que es equivalente a

1g(A@ I, — I, @ AT) =1g(A® I, — [, A") =r.

Tengamos ahora presente la notacién preparada en (3.10). Suprimiendo en el sistema de
ecuaciones lineales (5.1) las filas que no corresponden a los indices del conjunto a queda un
sistema de 7 ecuaciones con n? incégnitas, que es equivalente al de partida; esto es, ambos
tienen las mismas soluciones. Después, pasamos al segundo miembro de las ecuaciones los
términos asociados a las incégnitas xpy cuyo indice (h, k) pertenece al conjunto 3¢, comple-
mentario de 8 en n x n. Resulta as{ un sistema de Cramer de r ecuaciones (las de indice
(i,7) € ) con r incégnitas (las de indice (h, k) € B).

A continuacién demos los valores zp, := 0pp (deltas de Kronecker) a las incégnitas de los
segundos miembros; es decir, a aquellas z, tales que (h, k) € 5. Como X = I,, satisface la
ecuacion AX — X B = O, se tiene que la tnica solucién del sistema de Cramer son los valores
Tpk = Opg para cada (h, k) € S.

Si consideramos el sistema

(A1, - I, ATz =0, (5.2)

puede reducirse a un sistema de Cramer de r ecuaciones con r incdgnitas. Asignando los
mismo valores que antes a las incégnitas presentes en los segundos miembros de las ecuaciones,
se tiene una solucién unica, zp, = x4}, (h, k) € 8, dada por la regla de Cramer. De este modo,
obtenemos una tnica solucién X(A’) de la ecuacién AX — XA’ = O. La funcién X definida
para toda A’ € U tale que v(A, A) = v(A, A’) es continua en el punto A; como X(A) = I,,,
tenemos que existe un entorno 'V C U de A tal que |[X(A’)| # 0 para todo A’ € 'V tal que
v(A, A) =v(A, A’). Por consiguiente, A’ ~ A. O
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5.4. Conjetura de Sylvester aproximada

En la Seccién 3.9 del Capitulo 3 vimos un teorema llamado la Conjetura de Sylvester
(véase la pagina 69) que dice que si una matriz cuadrada A es no derogatoria y una matriz B
conmuta con A, entonces B = p(A) siendo p(\) un polinomio. Vamos a ver una generalizacién
sorprendente de este hecho, valida para matrices A cualesquiera.

Teorema 5.4.1. Sea | - || una norma matricial cualquiera en el espacio C"*™. Sean A, B €
C™*™ matrices que satisfacen la igualdad AB = BA. Entonces para cada € > 0 existen una
matriz Ac € C™"*™ y un polinomio pe(\) tales que

||Aa - A” <eg ) B = pE(AE)'

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.1. Probar que en todo entorno de una matriz A € C"*™ hay una matriz distinta
de A que tiene su mismo espectro.

Ejercicio 5.2. Sea A € C™*" una matriz dada y sea (Ap);ozo una sucesién de matrices de

C™*™ que converge hacia A. ;Existe una subsucesiéon (Apk)zoz0 que converge hacia A y que
estd formada por matrices que tienen todas el mismo espectro?

Ejercicio 5.3. Sean A € C"*" y B € C™*™ tales que A(A) N A(B) = ¢. Demostrar que
existen entornos V4 de A en C"*"™ y Vg de B en C™*™ tales que VA’ € V4,VB’ € Vg se
tenga que A(A")NA(B') = o.

Ejercicio 5.4. Sean A € C"*" B € C™*™ y C € C?*1? tales que A(A) NA(B)NA(C) = g.
Demostrar que existen entornos V4 de A en C"*™ Vg de B en C™*™ y Vi de C en CI*4
tales que VA’ € V4,VB' € Vp,VC’ € Ve se tenga que A(A") NA(B') NA(C) = g.

Ejercicio 5.5. Sean A = (a;;) € C"*" y ¢ = (1,...,2,) € C". (i) Probar que podemos

elegir x de manera que los ntimeros x1, ..., x, sean distintos y los valores propios de
a1 +x1 - Q1in
: (5.1)
an1 cr Gpp T T

sean simples. (ii) Demostrar que para todo &€ > 0 existe un z € C™ tal que ||z|]2 < ¢, los
nimeros 1, .. ., T, son distintos y la matriz (5.1) tiene los valores propios simples. (iii) ;Son
vélidos (i) y (ii) cambiando en todos los sitios el cuerpo C por el cuerpo R de los nimeros
reales? ;o por el cuerpo Q de los ntimeros racionales? .

Indicacion. Utilizar la desigualdad
d(Eig A, Eig B) < (2n — 1)|A — BJ,

donde la matriz cuadrada A es normal (i.e. A*A = AA*) y B es una matriz cuadrada
arbitraria; || - || es la norma espectral; Eig A y Eig B son las n-tuplas desordenadas de valores
propios de A y B, respectivamente, y d es la distancia del emparejamiento éptimo. Vedse (8),
pég. 4 de [11].

Ejercicio 5.6. Sea A una matriz cuadrada compleja y sea Ay un valor propio de A de
multiplicidad algebraica m(Ag, A) = ¢. Sea k un entero positivo tal que k < ¢. Demostrar
que tan cerca como se quiera de A existe una matriz X tal que m(Ag, X) = k.

Indicacion. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la matriz A estd en la forma
canoénica de Jordan.



96 CAP. 5 CONTINUIDAD Y APROXIMACION

Ejercicio 5.7. Sea K uno cualquiera de los cuerpos Q, R o C. Sea K™*™ el conjunto de todas
las matrices n x n sobre K. Consideremos las funciones ¢;: K"*" — K definidas por

det( A — A) = A" — ¢ (AN 4 cp(A)N2 — o 4 (=1)"cn(A)

para toda A € K"*". Recordemos que ¢i(A) = tr A y ¢,(A) = det A. Sea f: K"*" — K
una funcién continua en todo K™*™ que es un invariante para la relacién de semejanza, i.e.
f(A) = f(B) siempre que las matrices A y B de K®*" sean semejantes. Demostrar que existe
una dnica funcién continua F: K™ — K tal que

flA) = F(cl(A), .. .,cn(A))
para toda A € K™*"™,

Ejercicio 5.8. Sea K uno cualquiera de los cuerpos Q,R o C. Sea K"*" el conjunto de
todas las matrices n x n sobre K. Recordemos que una forma candnica para la relacién
de semejanza (=) en K"*™ es cualquier funcién c¢: K®*" — K"*" tal que: (1) para toda
Ae K™ A= c(A); (2)si A,B € K™, A= B siy sélosic(A) = ¢(B). Demostrar
haciendo uso del Ejercicio 5.7 que no existe ninguna forma candnica que sea continua en
toda matriz de K™*".

Ejercicio 5.9. Sea A una matriz real n X n cuyos valores propios son reales y simples.
Demostrar que existe un entorno V de A, V C R™"*", tal que toda matriz A’ € 'V tiene sus
valores propios simples y reales. Mostrar un ejemplo en el que falle esta conclusiéon cuando
los valores propios de A son reales pero alguno de ellos es multiple.

Ejercicio 5.10. Sean A, A’ dos matrices fijas de C™*". Denotemos por d(Eig A, Eig A’) la
distancia del emparejamiento 6ptimo entre Eig A y Eig A’. Demostrar que

d(Big A, EigA') =min{e >0 | A(A) C | D(o,e)}
acA(A)

siendo D(a, €) el disco cerrado en C de centro « y radio .

5.6. Notas al Capitulo 5

La demostracion del Teorema 5.1.1 elude el teorema de Rouché de funciones de variable
compleja, en contra de lo que suele ser habitual; estd basada en la semicontinuidad de la
funcién rango, las caracteristicas de Segré y de Weyr, y la forma canénica de Jordan; no
depende de haber establecido previamente los teoremas sobre las condiciones necesarias de
la perturbaciéon de la forma de Jordan que se veran en la Seccién 6.1 del Capitulo 6. Esta
demostracion se puede trasladar, sin mas, para probar que las raices de un polinomio depen-
den con continuidad de sus coeficientes, por medio de las matrices compaifieras; por tanto,
también aqui podria evitarse el recurso al teorema de Rouché a la hora de demostrar que
la funcién de C™ en CZ,, que envia la n-tupla (ai,...,a,) de los coeficientes del polinomio
2" +a1z" Y+ +a, 12+ a, ala n-tupla desordenada de sus raices (o, ..., a,), es con-
tinua [12, pag. 153]. La demostracién del Teorema 5.3.1 estd inspirada en la del libro de
Friedland [Theorem 2.9.5][26]. El Teorema 5.4.1 es debido a Holbrook[36].



Capitulo 6

Perturbacion de la forma de
Jordan

En este capitulo se estudian las condiciones que necesariamente deben satisfacer las formas
canoénicas de Jordan de todas las matrices suficientemente préximas a una matriz comple-
ja cuadrada dada A. En este contexto todas las matrices circundantes a A estan en pie de
igualdad. Podriamos considerar solamente las matrices que ademads de estar suficientemente
cercanas a A cumplieran otras restricciones; por ejemplo estar en una curva que pasa por A
en el espacio de matrices; o tener siempre determinados elementos iguales a los correspon-
dientes elementos de A (perturbacién estructurada); esta problemética es objeto de intensa
investigacion en la actualidad, y no puede ser considerada aqui.

También veremos que las condiciones necesarias aludidas arriba son tales que en todo
entorno de A hay matrices cuya forma de Jordan las satisface.

6.1. Condiciones necesarias

Recordemos que la férmula

1Al = lagl, (6.1)
i

donde A = (a;;) € CP*9, define una norma matricial. Esta norma la hemos denotado | - ||1
en el Capitulo 1. En el capitulo presente omitiremos el subindice 1 por brevedad. El conjunto
CP*4 es un espacio métrico con la distancia asociada a esta norma. Si r es un ntimero real
positivo y a es un niimero complejo, por B(a, ) notaremos la bola abierta en C de centro o y
radio r: {z € C: |z—«| < r}. Para toda matriz M € C"*" y para cada valor propio Ao de M,
denotaremos por w(Ag, M); la componente j-ésima de la particién de Weyr w(Ag, M). Véase
la Definicién 3.4.1 del Capitulo 3. En general, omitiremos escribir los términos no nulos de las
particiones y daremos éstas como tuplas. Para cualquier matriz M € C"*™ si pyq,..., i, son
sus valores propios distintos (v < n), llamaremos nidmero adecuado a la matriz M a cualquier
namero real n > 0 tal que

1 ,
n<gomin = pl;

i#]
i,7€{1,...,v}
Esta condicién implica que las bolas B(u;,n),i € {1,...,v} son disjuntas dos a dos. Cuando

7 > 0 sea un numero adecuado a M llamaremos n-entorno del espectro de M al conjunto

abierto
v

V(M) := | Blui, ).

i=1

97
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Recordemos que una matriz A € C"*™ es nilpotente si A*¥ = 0 para cierto entero positivo
k. Ademas, se puede probar que A es nilpotente si y s6lo si 0 es su unico valor propio. Véase
la Proposiciéon A.6.1 del Apéndice A.

Teorema 6.1.1. Sean A € C"*" y A(A) = {\1,..., M} el conjunto de los valores propios
distintos de A. Sea n > 0 un numero adecuado a A. Sea o un valor propio de A. Entonces
existe un entorno 'V de A en C"*" tal que A’ € 'V implica que

(i)

u

AN c | B ) (6.2)
i=1
(i) si p1, 2, ..., ue son los valores propios de A’ que estdn dentro de B(«,n), entonces
t
U w(pi, A') << w(a, A). (6.3)
DEMOSTRACION. Sea k un ntmero fijo de {1,...,n}. Por la semicontinuidad inferior de la

funcién rango rg (Proposicién 1.3.1 del Capitulo 1) en la matriz (ol — A)*, existe un entorno
Uy de esta matriz en C™*"™ tal que para toda X € U, tenemos que

g [(al — A)k] <rgX. (6.4)

La continuidad de la suma y del producto de niimeros (y de matrices) nos permite determinar
la existencia de un entorno Ay de a en C y otro entorno Vi de A en C"*™ tales que si z; € Ag
parai=1,...,ky A" € Vi, entonces

k
[[Gzi1 =4 € Us. (6.5)

i=1

Pongamos
m ﬂ B(a,n), ﬂ Vi.

Por la continuidad de los valores propios de una matriz (Teorema 5.1.1 del Capitulo 5), existe
un entorno U de A en C™*™ tal que A’ € U implica (6.2) y que los valores propios de A’
en B(a,n) estdn contenidos en A. Definamos V := U N Vy; sea A’ € V y sean puq, ...,y los
valores propios de A’ que hay en B(«,n). De (6.4) y (6.5) deducimos que

k

g [(al — A)F) <rg[[(zil - 4), (6.6)

i=1

para cada z; € {p1,..., e}, i =1,...,k,k=1,...,n
Sean w(py, A), ..., w(us, A') las particiones de Weyr de p, .. ., i, respecto de A’. Exac-
tamente igual que en la demostracion del Lema 2.3.2 del Capitulo 2, si

o~

U (113, A') = (dy, da, . ..),

para cada k € {1,...,n} tenemos que

k P1
Z Z M7«17 j ”'+ZW(:U'iq7A/)jv
i=1 j=1
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donde 1 <4y < -+ <ig <t,p1 + -+ pg = k. Entonces, por (6.6),

rg (ol — A)* ﬁ (s I — A")Pe]. (6.7)

Por las igualdades (3.2) de la pdgina 51 que anteceden a la definicién de la particién de Weyr,

DPs
Zw(lu’isaAl)j :V[(/Lisijl)ps], (3:13"'7(])'
j=1

Asi pues,

q k
> vl =AY =D ds (6.8)
s=1 i=1

Por el Lema 3.10.1 del Capitulo 3,

q q
> v[(pa =AY ) = v ] (i 0 — AP (6.9)
s=1

s=1

De (6.7), (6.8) y (6.9), deducimos que

k
v([(al — A)’“] > Zdi’

=1

y, por las igualdades citadas (3.2) de la pagina 51, esto implica que

Esta desigualdad vale para todo k € {1,...,n}. Por el Teorema 3.5.2 del Capitulo 3 y las
igualdades (3.4) de la pagina 56 y (3.2) de la pagina 53, deducimos que E(W(@A)) <ny
¢(Ui_y w(ps, A’)) < n. Por consiguiente se sigue (6.3). O

Teorema 6.1.2. Sean A € C"*" y A(A) = {\1,..., A} el conjunto de los valores propios

distintos de A. Sea nn > 0 un ndmero tal que B(A;,n)NB(\;,n) =0 sii# j,4,5 € {1,...,u}.
Entonces existe un entorno 'V de A en C"*" tal que A’ € 'V implica que

(i)

u

A4 € | B

i=1

(ii) para todoi=1,...,u i f;1, ..., pi, son los valores propios de A’ que hay en B(\;,n),
entonces

o equivalentemente

DEMOSTRACION. Por el Teorema 6.1.1, para cada i € {1,...,u} existe un entorno U; de A
en C™ ™ tal que si A’ € Uy, se cumple ( ) y que

t;
U w(pij, A) << w(\i, A). (6.10)
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Llamando V := (\;_; U;, por (6.10) deducimos que si A’ € 'V, entonces para cada i €

{1,...,u},

t;

U win 4| < [wri, A)l;

j=1
o por el Ejercicio 2.1 del Capitulo 2, se tiene

tq

Z Uz]aA/ | ()‘ivA)|; (6'11)

y teniendo en cuenta que la suma de los pesos de las particiones de la caracteristica de Weyr
de una matriz cuadrada es igual a su orden, obtenemos

n= 303 g, A < D2 wh A)| = (6.12)
i=1

i=1 j=1

Por lo tanto,

ZZ [wlpig, A = 3 [w(xi, A (6.13)

i=1 j=1
0, lo que es equivalente,
u t;
> [wOn A = 3 I, A1 = 0 (6.14)
i=1 j=1

pero por (6.11) para cada i =1,...,u,

w0 )] = 3 Gz 4] 0

j=1
por consiguiente,
ti
(1w, )] = 3 [ wip, A1) | = 0
j=1

lo que implica
t;
U w(piz, A')| = [w(Xi, A);
j=1

por la Observacion 2.2.1 del Capitulo 2, se tiene que

t;

U (ij, A) < whi, A), (i=1,...,u); (6.15)

Asi pues, queda demostrada la primera parte de (ii).
Tomando particiones conjugadas en la desigualdad (6.15), por el Lema 2.3.1 del Capitulo 2
y el Teorema 3.5.2 del Capitulo 3, se sigue para particiones de Segré que

ti

s(Ai, A) <> s(pi, A), (i=1,...,u). (6.16)

j=1

Con esto queda demostrada la segunda parte de (ii). ([l
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Observacién 6.1.1. Teniendo en cuenta el Ejercicio 2.16 del Capitulo 2, si A’ € V, por (6.10)
se tiene que para todoi=1,...,u

t;
U :u’7_]7 < W()\zaA)

siy sélo si
U U ,U'ZJaA/ U )\mA

También podemos decir que existe un entorno V de A tal que A’ € V implica que

U w(p, A') < U w(a, A); (6.17)

HEA(A") a€A(A)

hablando en términos metaféricos podriamos decir que esta desigualdad expresa una especie
de semicontinuidad superior de la aplicacién

X | wex)

EEA(X)

de C™*™ en el conjunto de las particiones P respecto de la relaciéon de orden <.
De igual forma, por dualidad, de (6.17) deducimos para las particiones de Segré que

A’ € 'V implica que
Z s(a, A) < Z s(u, A"); (6.18)
aEA(A) HEA(AY)

lo que da lugar a una suerte de aplicaciéon semicontinua inferiormente

X > s(6X)

§eA(X)

de C™*™ en P respecto de <. Aunque debe ser bien entendido que no hemos definido ninguna
topologia sobre P.

Corolario 1. Sean A € C"*", A(A) = {\1,..., ¢ } yn >0 tal que las bolas B(X\;,n), \; €
A(A), sean disjuntas dos a dos. Entonces existe un entorno V de A tal que A" € 'V implica
que A(A') C Vy(A) y

> m(p, A') =m(\, A), (i=1,...,u).

REA(A)NB(Ai,n)

6.2. El problema inverso subyacente

Se llaman problemas directos a los que consisten en hallar los valores de pardmetros
naturales asociados a un objeto matematico; verbigracia, hallar los valores propios de una
matriz cuadrada, hallar las raices de una ecuacién, hallar las soluciones de una ecuacion
diferencial. Mientras que un problema inverso estriba en la reconstruccion total o parcial del
objeto matemético (matriz, ecuacion, etc.) dados unos valores de sus pardmetros naturales
(valores propios, raices, funciones solucién, etc.)

Dada la matriz A € C™*", en esta secciéon veremos la solucién de un problema inverso
de matrices consistente en la construccién de una matriz A’ tan préxima como se desee a A
y de la que hayamos prefijado el ntimero de valores propios que rodean a cada valor propio
de A y sus particiones de Weyr. En general, los problemas inversos de matrices s6lo tienen
naturaleza algebraica, dado que se prescriben condiciones algebraicas de sus parametros. En
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nuestro caso, existe el matiz topologico de la perturbaciéon. Por este caracter de problema
inverso algo oculto, lo tildamos de subyacente.

El planteamiento preciso del problema inverso abordado y una respuesta se sustancian
en un teorema que es casi-reciproco del Teorema 6.1.2. La demostracién del teorema que
sigue se hara utilizando la forma canoénica dual para la semejanza de matrices asociada a la
caracteristica de Weyr (Definicién 3.6.1 del Capitulo 3).

Teorema 6.2.1. Sean A € C™*™ y A(A) = {\1,..., A} el conjunto de los valores propios
distintos de A. Sea n > 0 un ndmero tal que B(A;,n)NB(\j,n) =0 st i # j,i,5 € {1,...,u}.
Para cada i =1,...,u sea t; un entero positivo dado y sean b;1,...,b;, particiones no nulas
dadas.

En cualquier entorno de A ewiste una matriz A’ tal que

()

u

A4 € | B,

i=1
(b) para todo i = 1,...,u, la matriz A’ tiene exactamente t; valores propios i1, ..., [t
en la bola B(A\i,n), y
bij =w(niy, A) (G=1,....t),

sty solo st
t;

U bij < w(Xi, A) (6.1)

=1

para todo i =1,...  u.

Antes de probar este teorema, daremos cinco lemas previos que simplifican la demostracién
de la parte “si” del mismo.

Lema 6.2.1. Sean Ay, Ay € C"*™ matrices semejantes; sea A(A1) = {A1,..., A\ }. Sean >0
tal que B(A\;,n) N B(\j,n) = ¢ si i # j,i,5 € {1,...,u}. Para cada i = 1,...,u, sea t; un
entero positivo dado y sean b1, ..., by, particiones no nulas dadas tales que

ti
U bij < wini, Ay).
j=1
Entonces las dos afirmaciones siguientes son equivalentes.
(a) Para cualquier e1 > 0 existe una matriz A} que satisface ||A} — A1|| < e1 tal que
(a.1) A(A}) € Uiz, B(Aim),

(a.2) paratodoi=1,...,u, la matriz A} tiene exactamente t; valores propios pg), ce. ,/%(‘tli)

bij :W(N’Ejl)vAll)a J=1.. .t
(b) Para cualquier e > 0 eziste una matriz Ay que satisface ||Ay — As|| < &2 tal que
(b.1) A(A3) € Uiy B(Ai,m),

(b.2) paratodoi=1,...,u, la matriz Al tiene exactamente t; valores propios ,uz(?), . 7“§t21-)

bij :W(/Lz(j)vA/Q)a J=1.. .t
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DEMOSTRACION. Sea P una matriz n x n invertible tal que Ao = P~'A; P. Supongamos que
(a) es cierta. Tomemos un €2 > 0 cualquiera. Definamos

€1 °2
1= T =
PP

Por (a) existe una matriz A} que satisface ||[A] — A1]] < &1 y (a.1) y (a.2). Definamos
h := P71 A} P. Por tanto,

145 — Ao|| < IPTHIIPIIAL — Arll < [P7H[IPller = 2.

Ademds, como A}, es semejante a Af, entonces A} cumple las condiciones (b.1) y (b.2). Por
consiguiente, se satisface (b). La demostracién de que (b) implica (a) es anédloga. O

Lema 6.2.2. Sea cualquier 6 > 0. Supongamos probado que para una matriz A € C™*"™ con
u =1, la condicién (6.1) es suficiente para garantizar que en todo entorno de A existe una
matriz A" que satisface (a) y (b) del Teorema 6.2.1 con n = §. Entonces dicha condicion
también es suficiente para garantizar la existencia de una tal A’ para cualquier matriz A con
u > 1.

DEMOSTRACION. Sea A € C™™™ con espectro A(A) = {\1,..., A} y u > 1; llamemos 7 a
un nimero real positivo que satisfaga que B(X\;,n) N B(A;,n) = o sii # j,4,5 € {1,...,u}.
Utilizando la reducciéon de A a su forma candnica de Jordan, podemos asegurar que existe
una matriz invertible P € C"*™ tal que

A1 0 0
0 A, 0
PlAP = ,
0 0 - A,
donde para cada i = 1,...,u, A(4;) = {\i}; en efecto, basta tomar cada A; como la matriz

diagonal por bloques cuyos bloques diagonales recogen todos los bloques de Jordan asociados
al valor propio A; de A.
Supongamos que para cada i =1,...,u,

t;
U bis < w(i, A);
j=1

entonces,
ti
U bij < W(/\i,P_lAP),
j=1

pues las particiones de Weyr son invariantes para la relaciéon de semejanza. De aqui que, por
el Ejercicio 3.4 del Capitulo 3, para cada i =1,...,u,

ti
U bij < W()\“ Az),

j=1
Sea dado ahora un € > 0; como A; tiene un solo valor propio, A;, por la hipétesis en la bola
B(A

9 miXm; —
um) C Cmixmi, con m; := m(\;, A),

existe una matriz A} tal que

(1) A(A7) € B(Ai,m), y
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(11) Aj tiene exactamente ¢; valores propios fi1, iz, - - -, fit, en la bola B(A;,n), con b;; =
W(MZJ7AQ)7 para ] = 1, - 7ti-

Definamos ahora la matriz

A0 -0
0 A, -~ 0
A=p . 7 . |Ph
0 0 Al
entonces
- Eu
A" = A < IPIIPH D _IIA; = Aill < IPIIPHlsmmp— =&
; PP~
Ademas,
AA) = [ A4);
i=1
luego, por (1), (11) y el Ejercicio 3.4 del Capitulo 3, para todo i = 1,...,u,
A(A/) N B()‘lvn) = {Nlila/ii?v ) :u‘iti}
con
bij = w(pij, A7) = w(piz, A')
para todo 7 =1,...,¢;. ([l

Lema 6.2.3. Sea cualquier § > 0. Supongamos probado que para una matriz A € C"*™ con
A(A) = {0}, la condicion (6.1) es suficiente para garantizar que en todo entorno de A existe
una matriz A" que satisface (a) y (b) del Teorema 6.2.1 con n = 4. Entonces dicha condicion
también es suficiente para garantizar la existencia de una tal A’ para cualquier matriz A con

A(A)={ M} y M #0.

DEMOSTRACION. Si A(A) = {A\1} v A1 # 0, definimos B := AT — A; por el Ejercicio 3.5 del
Capitulo 3 se tiene que A(B) = {0} y w(0, B) = w(A1, A). Para cada ¢ > 0, por la hipétesis,
existe una matriz B’ tal que ||B’ — B|| < £ donde B’ tiene t; valores propios i1, ..., g1z, en
la bola B(0,6) y

blj:W(Mlj,B/), j:L...,tl.

Si definimos A’ := A\ I — B/, se sigue que
|A" = Al = [MI - B = (\I - B)|| =B - B| <¢,

y, por el Ejercicio 3.6 del Capitulo 3, Ay — p11,...,A1 — p1g, son exactamente los valores
propios que A’ tiene en B(A1,9) y

w(h = pij, AY) = w(piz, B')
lo que implica
W(/\l—/.tij,A/):blj, j=1,...,t1.
g

Para comprender el enunciado del lema siguiente es conveniente referirse a la Defini-
cién 2.4.1 del Capitulo 2 de transformacién elemental de una particion.



SEC. 6.2 EL PROBLEMA INVERSO SUBYACENTE 105

Lema 6.2.4. Sea J € C™*" nilpotente en forma de Jordan con a := w(0,J). Sea by una
particion tal que by se transforma en a por una transformacion elemental de particiones.
Supongamos probado que en tal caso existe una matriz nilpotente A’ tan prézima como se

desee a J tal que
b1 == W(O7 A,)

Entonces para toda particion b tal que b < a,b # a, existe una matriz nilpotente A tan
proxima como queramos de J tal que

b=w(0,A).

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.4.2 del Capitulo 2 existe una sucesion finita de transforma-
ciones elementales de particiones, digamos de ¢ transformaciones, que convierte b en a. Sean
estas particiones asi obtenidas y numeradas al revés

b<by <bg—1 < <by=<b <a,

donde para cada desigualdad < la particién que queda a la derecha del signo procede de la
particién a la izquierda del signo mediante una transformacién elemental.
Sea dado un £ > 0; por la hip6tesis existe una matriz nilpotente A} tal que

145 — )| < g b = w(0, A}). (6.2)

Sea J; la forma candnica de Jordan de A; entonces hay una matriz invertible P; tal que
Al =Py Pfl, y, por ende, w(0, J1) = by. Volvemos pues a la situacién de partida; aplicando
la hipétesis a la desigualdad bs < by existe una matriz A, tal que

3

||A2_J1|| < ——, W(O7A2) :an
all Pl Pt
si definimos Af := Py As P, ! se sigue que
_ _ _ €
145 — AL = |PrA2PT = PP < PP A2 — il < p (6.3)

ademés, bs = w(0, A}). Por (6.2) y (6.3),
€
1AS =TI < (|45 — ALl + [14) = J]| < 2.

De este modo, supongamos probada por induccién la existencia de una matriz nilpotente A},
tal que
€
w(0,A4y) = b, |4}, = J[l < k;-

Sea Jj, la forma de Jordan de A} ; entonces existe una matriz invertible Py tal que
Al = P Jy P

y w(0, Ji) = bi. Por la hipdtesis existe una matriz nilpotente Ay tal que

s
all Pl Pl

b1 = w(0, Apy1),  [[Arsr — Jill <
Llamemos Aj , := PkAkHPl;l; de donde
[ Akt = ARl < NPl P I Arr = Jill < 2
1A = AL < ko o= (k1)

b1 = w(0, A1)
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Asi pues, por induccién queda demostrado que para k = ¢, existe una matriz nilpotente A;
tal que

9

O

Sean A una matriz nilpotente de orden n y a := w(0, A). Supongamos que b < a y que a

puede obtenerse a partir de la particion b por medio de una transformacion elemental. Por

el Lema 2.4.1 del Capitulo 2 se tiene que b se puede obtener de @ por una transformacién
elemental.

Lema 6.2.5. Sea B una matriz nilpotente de orden n en forma candnica de Jordan

JIm, (0) 0
- @
@ -

0 o (0)

siendo Jp,,(0) el bloque de Jordan de orden m; asociado al valor propio 0 para i =1,...,q,
y donde

WV

my 2 ...2mj2-2mg = 2mg >0

con j < k. Llamemos m := s(0, B), Sea n la particion
ne=(my,...,mj_1,m; + 1, mjp1,...,mp_1, M — L, mpy1,...,mg).

Supongamos que en cualquier entorno de la matriz de orden m; + my,

¢= (Jmfj(()) ng(o))

hay una matriz nilpotente , /
=(c ok
con C1y € CMiXmi Ch, € C™ XMk ta] que
$(0,C") = (m; +1,my — 1).
Entonces la matriz

I, (0) 0

Chi -+ Cip
B . . .

/ /
C'21 U CV22

0 ' Ton, (0)

obtenida al reemplazar en B los cuatro bloques enmarcados por Ciq,Cle, Chy y Chy, tiene a
n como la particion de Segré asociada a 0:

(0, B") = n.
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DEMOSTRACION. Permutando las mismas filas y columnas de bloques de B’ obtenemos la
matriz

Tmy (0)

Jm; -1 (0)
C’
ij+1 (0)

B// —

Jmk— 1 (0)
miir (0)

T, (0)

que es semejante a B’. Por el Teorema A.4.2 del Apéndice A, el sistema de divisores elemen-
tales de la matriz A, — B” es igual a la “unién” de los sistemas de divisores elementales
asociados a los bloques diagonales

Moy = Ty (0o, My, = Ty 1 (0), Mgy — C's M 41 — T 11(0),
o A = T 2 (0), M oy = T (0, oy A, — T, (0).

k+1

Como los divisores elementales de C’ son ™ T, A"+ ~1 se tiene que los divisores elemen-
tales de \I,, — B” son

AT AL AmatL ymg o mieen yme—L ymign o ymg

O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1. La demostracién que vamos a desarrollar, aun-
que rigurosa, serd abreviada. Trataremos de iluminar los pasajes oscuros mediante ejemplos
concretos.

La condicién (6.1) es necesaria como consecuencia del Teorema 6.1.2. Veamos que la
condicion (6.1) es suficiente. Para ello, en virtud del Lema 6.2.1 podemos suponer que A estd
en la forma candnica dual, asociada a la caracteristica de Weyr; véase la Definicién 3.6.1 del
Capitulo 3. Haremos la demostracion para el caso en que u = 1, ya que por el Lema 6.2.2
asi quedard probado para cualquier u. Por el Lema 6.2.3 podemos simplificar considerando
que A\; = 0. Emplearemos la notacién t en vez de t1. En primer lugar, consideraremos el caso
t = 1. En este caso la condicién (6.1) puede escribirse del modo siguiente

b<w(0,A)

donde b es la Unica particiéon prescrita como particion de Weyr para el tinico valor propio p
cercano a 0 de las matrices A’.

Primera forma de hacer la demostracidn para t = 1. Llamemos a := w(0, A), como b < a,
entonces a < b; siendo a = s(0,A) y b la particién conjugada de b. Por el Lema 6.2.4, es
suficiente considerar el caso en que b se obtiene de @ mediante una transformacién elemental.
Por lo tanto, y de acuerdo con el Lema 6.2.5, basta con demostrar para una matriz A, de orden
r + s, que tiene como tnico valor propio 0y a = (r,s) =s(0, 4), r > s > 1, que en cualquier
entorno de A hay una matriz nilpotente A’ de orden 7+ s tal que b= (r+1,s—1) = s(0, A").
Observemos que en este caso serd

s r—s s—1 r—s+2

—— ——
a=02,...21.. . Db=02..21T..D.
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Sea A’ la matriz obtenida a partir de A, sustituyendo € en vez de 0 en el lugar de la fila
r — s+ 2y la columna 1. Entonces A’ tiene como tinico valor propio 0 y w(0, A") es b ya que

rg(— A = 1g(—AY N =745 —2(j — 1)
para j =1,...,s,
rg(—AN) T =1 frg(—A) T = 45— 2(s—1)—j
para j=1,...,r—s+1,
rg(—A")"" =rg(-A4)"" = 0.
Téngase en cuenta que —A’ = \qI — A’y —A = M\ I — A, por ser A\; = 0. Ya que € # 0 puede
tomarse tan pequefio como se quiera, esta matriz A’ tiene las propiedades requeridas.

Ejemplo 6.2.1. Sean @ = (3,2) < (4,1) = b; es decir 7 = 3,5 = 2. En este caso b =
2,1,1,1) < (2,2,1)=ay

0|1 0|0 O
0j0 0|1 O
A=1]10]0 0|0 1
0j]0 0|0 O
0j]0 0|0 O
Tomemos
01 0|0 O
00 0|1 O
A:=|¢e¢|0 0|0 1
010 0|0 O
00 0|0 O

Entonces w(0, A") = (a}, d}, a§, a}) viene dada por
ay =rg(—AN —rg(-A)=5-3=2=by,
ah =1g(—A") —rg(—A)? =3 -2=1=by,
afy =1g(—A)? —rg(—A)P =2 —-1=1= b3,
ay =rg(—A)? —rg(-AN =1-0=1=b,.

Sequnda forma de hacer la demostracion parat = 1. Por el Lema 6.2.4 podemos considerar
que a se obtiene de b por una transformacién elemental; es decir, que b = (p — 1,¢ + 1) <
(p,q) =aconp>=q>1p=>2 siendo a la particién de Weyr del tnico valor propio A1 de A4;
sin pérdida de generalidad podemos suponer que A\; = 0. Suponemos que la matriz nilpotente
A es de orden p + q.

Sea A’ la matriz que se obtiene al poner € en vez de 0 en el lugar de la fila p + ¢q y la
columna ¢ + p — 1 (o en el lugar de la fila ¢+ p — 1 y la columna g + p, y si ademds es
p —q > 2 caben algunas posibilidades mds). Entonces A’ tiene como tnico valor propio el
cero y tenemos que rg(A’) = ¢+ 1 y rg(A4’)? = 0. Por lo tanto, si w(0, A’) = (a},d},...) se
tiene que

ay=p+q—(¢g+1)=p—1=b,

ay=q+1—-0=q+1=hby.
Luego w(0,A’) = b. Como ¢ # 0 puede tomarse tan pequenio como se quiera, A’ tiene las
propiedades requeridas.

Ejemplo 6.2.2. Sea b= (3,2) < (4,1) = a; es decir, que p = 4,q = 1. En este caso serd

0

b

|
oo oolo
coc oo
oo oolo
oo oolo
cocooo
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y tomamos
01 0 0 O 01 0 0 O
0 0 00O 0 00 0O
A=[000 00 6A =100 0 00
0 0 00O 0 0 0 0 ¢
0 00 ¢ O 00 0 0 O

En ambos casos, A(A") = {0} y w(0, A") = (a}, a}) con

a) =1g(A)° —rg(A)=5-2=3=by,
ah =rg(A) —rg(A)? =2-0=2=by.

Ejemplo 6.2.3. Sea b= (5,4) < (6,3) = a. La matriz A serd

00 0/1L 00 0 0 0
000/010 0 0 0
00 0/001 0 0 0
000/000 0O 0 0
A=|0 0 0[O0 00 0O 0 0 [,
00 0/000 0 0 O
000/000 0 [0] 0]
000000 [0] 0o [0]
L0 0 0[0 0 0 [0] [0] 0 |

la matriz A’ se obtiene poniendo £ # 0 en lugar de cero en alguno (y sélo alguno) de los

lugares marcados con un cuadradito @; ya que en cualquiera de las seis opciones se tiene
w(0, A") = (a}, a}) siendo

ay =rg(AN)? —rg(A) =9 —4=5=b,
ah =rg(A) —rg(A)? =4 —-0=4=b,.

Vamos a examinar ahora el caso en que t > 1. Entonces la condicién (6.1) se reduce a
t
Ubi—<a; b; Z:(bil,biz,...),i:17...,t.
i=1

Por los Lemas 6.2.2 y 6.2.3 podemos seguir suponiendo que A\; = 0 es el nico valor propio
de A; esto es, que A es nilpotente. Si llamamos

serd d < a y por el caso t = 1, ya demostrado, podemos encontrar en cualquier entorno de A
una matriz B con un unico valor propio (el cero) tal que d = w(0, B).

Como sabemos los términos no nulos de d provienen de la “unién” de los términos no nulos
de by, ..., b; reordenados en sentido decreciente. esta reordenacion puede hacerse de maneras
diferentes. Determinaremos una manera que precisa de qué particién b; (i = 1,...,t) procede
cada término no nulo de d. Escribimos los términos no nulos de by (en sentido decreciente) y
a continuacion los de by, y asi sucesivamente. En primer lugar, d; serd escogido de entre los
mayores términos, de este modo escritos, el que se encuentre mas a la izquierda; es decir,

d1 = bil

tal que
bil:méX{bijZizl,...,t;j:1,2,...}
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i:min{k: br1 :méx{bij:izl,...,t;j:1,2,...}}.

Si en la lista hay méas componentes iguales a d; = b;1, do serd el término igual a d; que nos
encontremos antes al proseguir hacia la derecha la lectura de términos a partir de b;1; y si
todos los demads términos son distintos de d; = b;1, do serd el mayor de los términos restantes
que corresponda a subindices menores (si b;; = by, y se comparan, b;; estd antes que by si
(4,7) estd antes que (k,1) en el orden lexicografico). Y asi sucesivamente.

Ejemplo 6.2.4. Sean
b1 =(3,3,2,1),b0 =(3,2,2,1),b3 = (2,1,1).
La lista es:
bi1, biz, biz, bia, b21, boa, boz, bas, bs1, bs2, b33

1z 2z 3z 4z 5z 6z 7z 8z 9z 10z 11z

d=b UbyUbs = (3,3,3,2,2,2,2,1,1,1,1) =

(D11, b12, ba1, b1s, bag, bag, b31, b1, baa, baa, bss)

3 2 1

Sea C' la forma canénica dual de B. Entonces los érdenes de los bloques diagonales de
C de arriba a abajo son dy),...,d1, donde recordamos que £(d) es la longitud de d. Sea
P una matriz de paso a la forma canénica de B; es decir, una matriz invertible P tal que
C =P 'BP.

Sean €1, ...,&; unos numeros reales no nulos diferentes y construyamos una matriz D
diagonal por bloques, con £(d) bloques diagonales de érdenes dy(q), - - -, d1, de arriba a abajo.
Observemos que dyqy < -+ < dy. Llamemos Dy, ..., D1 a estos bloques. Por definiciéon
ponemos

Dk = 5iIdk

si di procede de la particién b; (es decir, si di = b;; para algtn j).

Haciendo A’ = C + D, tenemos que A’ tiene t valores propios distintos €1,...,&; y
w(ei, A') = b;, (i = 1,...,t). Definamos A” := PA'P~! = P(C + D)P~! = B+ PDP~1;
entonces A(A"”) = {e1,... et} y w(ei, A”) = b;, (i = 1,...,t). Ya que &1,...,& se pueden
elegir tan pequenos como se desee, tenemos que la matriz A” se encuentra tan cerca como se
quiera de A y cumple las condiciones requeridas.

Ejemplo 6.2.5. Sean t = 2,b; := (3,0),bs := (5,2),a = (5,4,1). Sea d := by U by. Entonces
d = (ba1,b11,b22) < a.

[N eNeNoNolloNoNol S 1=
[N eoNeNeoNelIeoNel ==
[N eNeNoNelIaoll o Noel e
[N eleNoBell S = R=Ne] ]
(vl el e e i en) Hen e Mo N o) R

OO OO OO O OO
OO OO OO o o oo
OO OO OO O OO
OO OO OO OO oOIo

OO OO OoOOoC oo oo
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Tomemos
f[eo O]1 O O0]0 O O O 07
0 e/ 0 1 00 O O 0 O
0O O0jeg O O|1 O O O O
0O 0|0 & OO0 1T O 0 O
A — 0O 0|0 O |0 O 1 0 O )
0O 0|0 O O|es O O O O k
0O 0]J]0O O 0|0 e O 0 O
O 0|0 O O[]0 O e 0 O
O 0|0 O OO0 O 0 e O
L0 0|0 O O]O0O O O 0 e ]
entonces

w(e, A)=(10—-7,7—17) = (3,0) = by,
w(ea, A') = (10 — 5,5 — 3,3 — 3) = (5,2,0) = by.
Ejemplo 6.2.6. Sean t = 3,b; := (2,2),by := (2,1),b3 := (1,0) y a := (2,2,2,2). Por lo

tanto,
d = bl U b2 U b3 = (27 2727 17 1) = (b117b127b217b227b31)7

y d < a. Entonces,

0 01 O T [e3| 0] 1 T
0 0(0 1 e2| 0 1
0 0|1 O €2 1 0
B 0 0[0 1 o 0 e |0 1
A= 0 011 0 A= er 01 O
0 0|0 1 0 &0 1
0 0 er O
L 0 0_ L 0 g1 4
y
w(er, A) = (86,6 —4,4—4) =(2,2,0) = by,
w(ea, A') = (8 — 6,6 — 5,5 —5) = (2,1,0) = b,

W(E3,A/) = (8 — 7,7— 7) = (1,0 = b3.
Ejemplo 6.2.7. Sean t =2,b; := (2,1,1),b2 := (2,0,0) y a := (2,2,2). Entonces
d:=byUby =(2,2,1,1) = (b11, ba1, b12, b13)

y d < a. Las matrices Ay A’ son

0 01 0 e ] 01
0 0/0 1 5] 0 1

B 0 0/1 0] , _ g2 01 0

A= 0 0lo 14T 0 /0 1

0 0 e 0

00 0

Las particiones de Weyr de 1 y £9 respecto de A’ son:

w(e, A') = (6-4,4—3,3-2,2—-2)=(2,1,1,0) = by,
w(ez, A) = (6 — 4,4 — 4) = (2,0) = ba.
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Con esto damos por concluida la demostraciéon del Teorema 6.2.1. (]
La condicién (6.1) implica que la suma de los pesos de todas las particiones prescritas b;;
debe ser igual al orden n de la matriz:

u t;
ZZ |bij| =n.

i=1 j=1
Observacion 6.2.1. Para cada i = 1,...,u, podriamos preguntarnos si ademds de t; y
bi1, ..., bit, es posible prescribir los valores propios de la matriz A’. Si se pueden prescri-

bir éstos con tal de que pertenezcan a A(A). En caso contrario, por la continuidad de los
valores propios de A’ cuando A’ tiene a A, se ve que habria un entorno V de A tal que toda
X € V no podria tener los valores propios prescritos que no fueran elementos de A(A).

Esta observacion desvela el problema siguiente: dados t; > 0,b;1,...,b;, particiones no
nulas tales que U;izlbij < w(A;, A), y distintos z1, ..., 2, € B(\i,n) (paracadai=1,...,u),
hallar el minimo radio ¢ de un entorno B(A4, ¢) de A tal que en B(A, ¢) haya alguna matriz
Xo que satisfaga

A(Xo) = U{zil,...,ziti}
i=1
Vi = 1, ,U,Vj = 17...,ti,W(Zij,X0) = sz

Conviene enunciar el Teorema 6.2.1 en términos de las caracteristicas de Segré de las ma-
trices. Teniendo en cuenta el Lema 2.3.1 del Capitulo 2, hemos probado el teorema siguiente.

Teorema 6.2.2. Sean A € C"*" y A(A) = {\1,..., A\u}. Sea n un nidmero real positivo tal
que B(Ai,m) N B(\;,n) = 6,1 # j,4,5 € {1,...,u}. Para cada i = 1,...,u, sea t; un entero
positivo dado y sean c;1,...,cit; particiones no nulas dadas.

En cualquier entorno de A existe una matriz A’ tal que

(0 AAY) C Uiz B m),

(1) A’ tiene exactamente t; valores propios en B(Ai,n), y ¢ij =s(pij, A'),j=1,...,t;,i =
1,...,u,

sty sélo si se cumplen las condiciones
ti

s(Ai, A) <D ey, (i=1,...,u). (6.4)
j=1

Para acabar esta seccién queremos hacer una observacién terminolégica: Se dird que una
estructura de Jordan de orden n, &€, es repelida por una matriz A € C"*" si hay algtin entorno
de A tal que ninguna de las matrices situadas en él la tenga como su caracteristica de Segré.
Es obvio que el Teorema 6.2.2 nos da condiciones necesarias y suficientes para que & sea
repelida por A.

6.3. La clausura de la 6rbita de semejanza
Dada una matriz A € C"*™ su 6rbita de semejanza es el conjunto
[A] ;= {P7'AP: P € C"*" invertible};

es decir, que la érbita de semejanza es la clase de equivalencia de A respecto de la semejanza
de matrices. La clausura topolégica (adherencia o cierre) de [A], denotada por [A], se define
como el menor conjunto cerrado de C™*™ que contiene a [A]. El estudio de la clausura

del conjunto [A] tiene estrecha relacién con los teoremas de perturbacién anteriores. Por la
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definicién de la clausura, se sigue que una matriz X pertenece a [A] si y sdlo si existe una
sucesion de matrices (Ag)ken, Ax € C" ", con Ay ~ A para cada k € N, que converge a X

cuando k tiende a infinito. De manera equivalente, X € [A] si en todo entorno de X hay una
matriz semejante a A. El teorema siguiente caracteriza las matrices que son elementos de [A].

Teorema 6.3.1. Sean A € C™*" y A(A) = {\1,..., A\ }. Entonces X € [A] si y sdlo si se
cumplen las condiciones siguientes:

(i)

(ii)
w(Ai, A) <= w(A, X), i=1,...,u.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe una sucesiéon Ay — X cuando k — oo con Ay, ~ A
para todo k; en particular, A(Ax) = {A\1,..., A} para todo k. Para cada i = 1,...,u, se
cumple que A; € A(X); porque si existiera un j € {1,...,u} tal que A\; ¢ A(X), entonces
podriamos encontrar un nimero real n > 0 tal que

< min |\ —
n &HAH(I;OIJ q

y que las bolas B(§,n),& € A(X), fueran disjuntas a pares. Por el Teorema 6.1.2 existiria
un entorno de X en el que no habria ningin elemento de la sucesién (Ag)ken, lo que es una
contradiccion. Asi pues, A(A) C A(X).

Ademés A(X) C A(A), porque si existiera un & € A(X) tal que & ¢ {A1,..., \u}
llegariamos a una contradicciéon puesto que por el Corolario 1 del Teorema 6.1.2 existiria un
entorno V de X tal que si X’ € 'V entonces A(X') C V(X)) y

> m(¢, X') = m(&, X);

§'eA(X")NB(£o,m)

condicién que no podria cumplir ningin elemento de la sucesion (Ag)gen si hubiéramos
elegido 7 > 0 con la condicién adicional de que n < min{|§y — A;|: 4 = 1,...,u}. Una vez
demostrada la condicién (i), la (ii) se obtiene a partir de la desigualdad (ii) del Teorema 6.1.2
aplicada a la matriz X, que en dicho teorema se llama A.

Para demostrar el reciproco supongamos que se cumplen las condiciones (i) y (ii). Por la
definicién de semejanza basta considerar el caso en que X estd en forma canénica de Jordan
y sélo tiene un valor propio o. Ademés por el Lema 2.4.2 del Capitulo 2 es suficiente tomar

w(a,A)=(p-1,¢+1,0,...), w(o,X)=(p,q0,...)
conp>q=1,p= 2. Porlo tanto, podemos suponer que
X = diag(Jp(), Jy(a)).
Definimos Cj, como la matriz (p + q) X (p + ¢) cuyos elementos valen todos 0 excepto el del
lugar (p + 1,1) que vale 1/k. Entonces, si tomamos Ay := X + Cj tenemos que A — X
cuando k — oo y Ay tiene a a como tnico valor propio, con la particiéon de Weyr

w(a,Ap)=(p—1,¢+1,0,...)

para todo k = 0,1,2,.... Por consiguiente, la matriz X pertenece a la clausura de la 6rbita
de A. O
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6.4. Ejercicios

Ejercicio 6.1. Probar que en todo entorno de una matriz A € C™*™ hay una matriz distinta
de A que tiene su misma caracteristica de Segré.

Ejercicio 6.2. Sea A € C"*" una matriz dada y sea (4,),~, una sucesion de matrices
de C™*™ que converge hacia A. Demostrar que existe una subsucesion (A, ), de esta

sucesién que converge hacia A y que estd formada por matrices que tienen todas la misma
caracteristica de Segré.

Indicacion. Utilizar una variante del principio del palomar de Dirichlet.

Ejercicio 6.3. Sean A € C"*™ y B € C™*™ tales que A(A) N A(B) # ¢. Demostrar que
existe una sucesién de pares de matrices

(Ap, By) € C™" x C™X™ p = 1,2,

tal que para cada p
(W) 14, - Al <L, (1B, - Bl <1,
(2) A(4p) NA(By) =9,
y las caracteristicas de Segré de A, y B son constantes:

s(4,)=6,s(By) =F, p=12,...
Ejercicio 6.4. Denotemos

Lymq = C™" x C™X™ x CT%9,

Sea la terna de matrices (A, B,C) € Ly, tal que

A(A)NA(B)NA(C) # 0.

Demostrar que existe una sucesién de ternas de matrices (Ap, By, Cp) € Lymg.p = 1,2,. ..
tal que para cada p

(1) max{[|4, — All, | B, = Bl [IC, = CII} <
(2) A(4,)NA(B,) NA(C,) =
y las caracteristicas de Segré de A,, B, y C, son constantes:
s(4,) =6, s8(Bp)=F,s(Cp) =%, p=12,...
Ejercicio 6.5. Denotemos
Lymq = C™" x C™*™ x CT%9,

Sea la terna de matrices (A, B,C) € Ly, tal que

AA)NA(B)NA(C) # .
AANAB) #9, AB)NAC)#0, AA)NAC) #o.

Demostrar que existe una sucesién de ternas de matrices (Ay, By, Cp) € Lymg.p = 1,2,. ..
tal que para cada p

(1) max{[|A, — Al |B, = B, [[C;, = C|} <

1
P
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(2)
A(Ap) n A(Bp) =9, A(Bp) n A(Cp) =9, A(Ap) N A(Cp) = 0.
y las caracteristicas de Segré de A,, B, y C, son constantes:
s(4,) =6, s8(By)=F,s(Cp) =86, p=12,...

Ejercicio 6.6. Sea la matriz en forma de Jordan

h

Il
O OO0 oo
[l le] eleNolls
[=lele] el =
o O oo —OoOOo
OO oo oo
o OO O oo
o= OO0 OO

Perturbando ligeramente el elemento de una sola posicién (i, j) de A obtener una matriz A’
tal que:

(a) s(0,4") = (5,2).

(b) s(0,A") = (6,1).

(c) s(0,A") = (7).

[ Cudles son las posiciones posibles en cada caso?

Ejercicio 6.7. Dada la matriz en forma de Jordan

S

I
o olooc o
o o|lo o
o o|lo = o
o o|looc o
orlooco

Hallar las caracteristicas de Segré de las 25 matrices A’ obtenidas al sumar a un solo elemento
de A un valor € # 0 suficientemente pequeno. ;Cambia algo el resultado si se permite alterar
dos elementos de A?

Ejercicio 6.8. Sea la matriz

A=

O O =
O =N
S Ot W

Demostrar que toda matriz suficientemente préxima a A es diagonalizable.

Ejercicio 6.9. Sea la matriz

3 -2 0
0 3 2
0 0 4

Describir las posibles caracteristicas de Weyr de todas las matrices A’ suficientemente proéxi-
mas a A (caracteristicas admitidas). Dar un ejemplo concreto de A’ para cada una de las
caracteristicas descritas.

Determinar las caracteristicas de Weyr repelidas por A. Una caracteristica de Weyr de
una matriz compleja 3 x 3 se dice repelida por A si hay algin entorno de A tal que ninguna
de las matrices situadas en él la tiene como su caracteristica de Weyr.
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Ejercicio 6.10. Se llama conmutante de una matriz A € C™*™ al conjunto de matrices de
C™*"™ que conmutan con A. Demostrar que si la forma canénica de Jordan de A tiene k
bloques de Jordan, entonces el conjunto de matrices de C"*™ que tienen k valores propios
distintos, es denso en el conmutante de A.

Ejercicio 6.11. Dada una matriz compleja n x n, A, llamemos i(A) al nimero de factores
invariantes de A de grado mayor o igual que 1 (contando los repetidos). Sea k un entero,
2 < k < n. Demostrar que el conjunto de matrices A € C**™ tales que i(A4) < k es abierto.

Ejercicio 6.12. Dados una matriz A € C™*" y un nimero entero p,1 < p < n, llamemos
ip(A) al nimero de factores invariantes de A de grado mayor o igual que p (contando los
repetidos). Demostrar que existe un entorno V de A tal que para toda matriz A’ € V se tiene
que

(il(A/)a iQ(A/)’ s 7171(‘4/)) = (11 (A)a IQ(A)7 s aln(A))a
y que, por lo tanto, el conjunto

Mpi, == {X € C"": 1 (X) + -+ +1p(X) < Kk}
es abierto.

Ejercicio 6.13. Supongamos que la matriz A € C"*™ es diagonalizable, pero tiene algin
valor propio multiple. Demostrar que tan cerca como queramos de A existe una matriz A’
no diagonalizable.

Ejercicio 6.14. Demostrar que en todo entorno de una matriz derogatoria hay matrices no
diagonalizables.

Ejercicio 6.15. Una matriz A € C™*™ se llama matriz triangular superior de Toeplitz si
tiene la siguiente forma

_ao aq a9 . QAp—1
0 Qg aq
A =
. . ay
(0 0 0 ... ao

Dada una matriz triangular superior de Toeplitz A € C™*™, encontrar todas las posibles
caracteristicas de Segré (o estructuras de Jordan) de las matrices triangulares superiores de
Toeplitz que estan arbitrariamente préximas a A. jHay caracteristicas de Segré adicionales
si la matriz perturbada no es necesariamente triangular superior de Toeplitz?

Ejercicio 6.16. Resolver el Ejercicio 6.15 para la clase de matrices compaieras de polino-
mios.

Ejercicio 6.17. Una matriz circulante n X n es una matriz de la forma

ay a2 Gp
an a1 Gn—1
A= .
az as a
donde ai,as,...,a, son numeros complejos. Resolver el Ejercicio 6.15 para la clase de las

matrices circulantes.

Ejercicio 6.18. Para una matriz A € C"*", la altura de A es el maximo valor de los 6rdenes
de los bloques de Jordan correspondientes a los valores propios « tales que mg(a, A) = 1. Si
A no tiene ninguno de estos valores propios, su altura se define igual a 1.

Demostrar o refutar cada uno de los siguientes enunciados (a), (b) y (c):

Para toda matriz A € C"*" existe un € > 0 tal que cualquier matriz A’ € C"*™ con
[|[A” — Al < ¢ tiene la propiedad de que
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(a) la altura de A’ es igual a la altura de A;
(b) la altura de A’ es menor o igual que la altura de A;
(c) la altura de A’ es mayor o igual que la altura de A.

Ejercicio 6.19. Sea & una estructura de Jordan de orden n cualquiera. Demostrar que en
todo entorno de la matriz cero O € C™*"™ existen matrices cuya caracteristica de Segré es
igual a €. ;jPara qué otras matrices de C"*™ ocurre lo mismo?

Ejercicio 6.20. Caracterizar las estructuras de Jordan F de orden n que poseen la propie-
dad siguiente: Si una matriz A € C"*" satisface s(A) = ¥, entonces para toda matriz A’
suficientemente préxima a A se tiene que s(4’) = F.

Ejercicio 6.21. Dadas dos matrices A, B € C"*", recordemos que v(A, B) denota la dimen-

sién del subespacio
{Y eC"™™: AY - YB =0}

de C™*™ (Seccién 3.8). Demostrar que una matriz C' € [A] si y sélo si para toda X € C**"
se cumple que v(4,X) = v(C, X).

6.5. Notas al Capitulo 6

Los teoremas sobre perturbacién de la forma de Jordan aparecieron por primera vez
en los articulos [46], [19]. Luego han sido recogidos en el libro[31] y en el articulo [34].
El Ejercicio 6.10 estd tomado de Holbrook [36]. Los Ejercicios 6.15 6.16, 6.17, y 6.18 han
sido tomados del Capitulo 16, pag. 513, del libro [31] de Gohberg, Lancaster y Rodman. El
Ejercicio 6.21 esta inspirado en la introduccién del articulo [13] de Bongartz.
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Capitulo 7

Forma de Jordan genérica

7.1. Introduccion

Supongamos que de una matriz cuadrada M conocemos solamente con certeza que en
determinadas posiciones tiene ceros. Por ejemplo, que

0?2 00 0000 0 0
00?2 0000000
000?000000
000072072000
0000O0O0GO0O OO 0O
M=1o0 000007200 of (7.1)
00?2 0000°7?00
0000O0O0GO0GO0?0
0000O0O0GO0GO0? ?
0000 0O0O0GO0O0 O

donde 7 significa que no sabemos qué ntmero figura ahi. A partir de esta informacién jqué
podemos saber sobre la forma candénica de Jordan de las matrices de este modelo M? Dicho
en términos mas precisos, jcuiles son los tamafnios de los bloques de Jordan asociados al
valor propio 0?7 Veremos en este capitulo una respuesta a esta cuestién, dada en términos
de un digrafo (o grafo dirigido) asociado al modelo M de matriz. Esta respuesta afirma que
para “casi todas” las sustituciones de los interrogantes ? de (7.1) por ndmeros complejos
arbitrarios, las matrices de este modelo M tienen una forma de Jordan igual a

o0 _
A2
A3
A
01 0 O
J = 00 1 0 , (7.2)
0 0 0 1
00 0 O
0 1
0 0]

siendo A1, A2, A3 y A4 valores propios simples no nulos. Obviamente, estos valores propios
dependeran de los valores complejos asignados a los interrogantes ? en (7.1).

La experiencia en la resolucién de ejercicios de hallar la forma canénica de Jordan de
matrices concretas A nos ensefia que muchas veces las tamanos de los bloques de Jordan
dependen solamente de las posiciones de los ceros entre los elementos de A. Este capitulo
tratard de sustanciar esta intuicién, dando una explicaciéon de este hecho. Por otra parte,

119
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sabemos también por la experiencia previa al resolver ejercicios de btisqueda de los valores
propios de A que 0 es valor propio de A si esta matriz tiene “suficientes” elementos iguales
a 0. Un teorema famoso de Frobenius-Koénig dice que una condicién suficiente para que esta
ocurra es que A tenga una submatriz de ceros s X t con s 4+ ¢t mayor que el orden de A. Es
claro, que la condicién no es necesaria, pues hay matrices con ningtin elemento nulo y de
determinante igual a cero.

Los lugares donde M tiene el signo ? se pueden senialar por medio del digrafo (de Coates)
asociado a M. Véase la figura 7.1.

@- @- @~ @- ®
)
©- @F ®- @ ©

Figura 7.1: Digrafo de Coates de M.

Este digrafo tiene tantos vértices como el orden de M y tiene un arco dirigido del vértice
j al vértice ¢ si hay un ? en el lugar (4,7) de la matriz genérica M. La forma candnica
genérica de Jordan (7.2) vendrd determinada por el digrafo de la figura 7.1, asociado a
M, segin veremos mas adelante en este capitulo. Este resultado junto con los teoremas de
perturbacion del Capitulo 6 nos permiten deducir informacién, exactamente calculable, sobre
la forma de Jordan de toda matriz concreta con modelo de ceros (7.1). Vedmoslo por medio
de un ejemplo; si A es la matriz siguiente de orden 10

1
(en]
\
-
S

DO OO RO WO oo
O OO DmD OO OO OO

cCooNvmOoOOoOOo o w;o
cCcoococococoy oo
cCoocococoNnNOo oo
cCoococoocoocooo
ow%ooooooo
cCrmoococoooo

OO O OO OO oo
OO O O OO o oo

En todo entorno de A existen matrices con modelo (7.1); ademds, A tiene una submatriz
cero 5 X 6 y —por lo tanto— 0 es valor propio de A. En virtud de los teoremas sobre
condiciones necesarias de perturbacion de la forma canénica de Jordan (Véase el Capitulo 6),
se deduce que

w(0, M) < w(0, A),

siendo
w(0,M) = (4,2,0,...) =(2,2,1,1,0,...).

Esto es consecuencia de la condicién (ii)

t
W(/J'jv M) = W(07 A)7
=1

J

del Teorema 6.1.2 del Capitulo 6, siendo g, ..., i los valores propios “préximos” a 0 de las
matrices de modelo M situadas suficientemente cerca de A. Para la matriz A de (7.3) se tiene
que

w(0, M) < w(0, A).
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Pero a veces la mayoracién no es estricta. Esto ocurre, por ejemplo, para la matriz

oS O OO
o O OO
-0 O
_ -0 o

donde w(0, B) = (3,0,...), pero las matrices genéricas de modelo

(7.5)

o o O o
o O o o
* *¥ O O
* *x O O

préximas a B tienen un valor propio no nulo cercano a 0 y, en consecuencia, w(0, M) =
(2,0,...); aqui,
(2,0,...) =< (3,0,...),

pero

(2,0,...) £ (3,0,...).

7.2. Teorema de Frobenius-Konig

7.3. Menores de la matriz caracteristica y digrafos

Dada una matriz A = (a;;) € F"*" donde F es un cuerpo conmutativo, consideremos
su matriz caracteristica AI,, — A. Los menores de esta matriz son los determinantes de sus
submatrices cuadradas; estos menores son, por tanto, polinomios en A. (En particular, con-
sideraremos al polinomio caracteristico de A,

det(M, — A) = A"+ p A" o pu g A+ o, (7.1)

como uno de estos menores). El objetivo de la presente seccién es describir los coeficientes
de estos polinomios en términos del digrafo de Coates, G(A), asociado a la matriz A (véase
la Seccién B.3 del Apéndice B).

Si hacemos A = 0 en la ecuacién (7.1), obtenemos que p, = det(—A), pero det(—A) =
(—=1)"det A. Es conocido que p; = (—1)""1tr(A), donde tr(A) := a1y + asz + -+ + ann
denota la traza de A. Estas expresiones de p, y p; en funciéon de los elementos de A son
casos particulares de una expresion general que nos da el coeficiente v-ésimo del polinomio
caracteristico, p,, en términos de los elementos de A:

=y Y al ko (7.2)

1< <2< <ty <N

siendo
Qiyiy Qigin "0 Qigg,
. . Qi Qinse oo Qi
1] 19 e 7 1271 1212 12y
A ( . .V) =1 . . . (7.3)
i1 t2 o 1y : : :
Qiyiy  Qiyip "0 Qi
el menor principal de A formado por las filas 4q,4s,...,4%, y las mismas columnas, v =

1,2,...,n. Puede verse una demostracién de este resultado en [28, p. 72] y [41, p. 157, Theo-
rem 2]. Utilizando el digrafo ponderado de Coates de la matriz cuyo determinante aparece

en (7.3), podemos expresar
a(i i)
Zl 22 .« .. Zl/
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en términos de las diagonales de dicha matriz que tienen todas sus componentes no nulas. Pero
estas diagonales se corresponden biunivocamente con las familias de ciclos generadoras de este
digrafo (véase la Seccién B.3 del Apéndice B). Los vértices de este digrafo son i1, s, ..., 1,.
Por ello, estas familias de ciclos son, precisamente, las familias de ciclos del digrafo G(A)
formadas por ciclos “disjuntos” cuya “unién” de vértices es el conjunto {i1, i, ...,7,}. Por el
Teorema B.3.1 del Apéndice B cada una de estas familias de ciclos h aporta un sumando al

determinante
iy dg e
A,
Zl Z2 .. ZV

que es igual a su peso f(h) multiplicado por (—1)*~4" siendo d(h) el nimero de ciclos
“disjuntos” de h, lazos incluidos.

Llamemos ahora, para cada v = 1,2,...,n, H, al conjunto de familias de ciclos de G(A)
de longitud v. Por el Teorema B.3.1 del Apéndice B y la ecuacién (7.2) se tiene que

po=(=1)7" > (=) by = > (=) f(n). (7.4)

heH, heH,
Hemos probado asi el teorema siguiente.

Teorema 7.3.1. Con las notaciones precedentes, el coeficiente p,, (v = 1,...,n) del poli-
nomio caracteristico de la matriz A € F**™

det(AL, — A) = A"+ > p, A"
v=1

se puede hallar de la manera siguiente. Cada familia de ciclos de longitud v aporta un su-
mando a p,. El valor numérico del sumando se obtiene mediante el producto de los pesos de
los arcos de la familia de ciclos considerada. Este valor debe ser multiplicado por un factor
de signo (—1)¢ si la familia tiene c ciclos “disjuntos”, lazos inclusive. Si no hubiera ninguna
familia de ciclos de longitud v debe entenderse que p, = 0.

24 DEMOSTRACION DEL TEOREMA 7.3.1. Consideremos el digrafo ponderado G(\I,, —
A). La novedad de este digrafo respecto del digrafo G(A) es que los pesos de los arcos de
G(A\I, — A) son elementos del anillo F[\]; en particular, en cada vértice ¢ hay un lazo con
peso A —ay, i = 1,...,n. Aplicando el Teorema B.3.1 de la pagina 170 del Apéndice B a la
matriz AI,, — A se tiene que

det(A, — A) = Y (=)™ f(n),

heHd

donde la suma se extiende a todas las familias de ciclos generadoras h del digrafo G(AI,—A) y
f(R) es el peso de h como subdigrafo ponderado de G(AI,, — A). Sea v un entero, v = 1,...,n.
Fijemos nuestra atencién en aquellas familias generadoras h que contienen exactamente n —v
de los lazos de peso A —ay;, ¢ = 1,...,n y los restantes ciclos de h estan formados por arcos
(4,4) con valores —a;;; para concretar digamos que a h le corresponde el sumando

5(0) ()‘ - aklykl) ()‘ - ak2’k2) t ()‘ - aknﬂ/,knﬂ/) (_a’ehml) (_afz,m2) t <_afu,mu) (75)
en el desarrollo del determinante det(Al,, — A), donde o es la permutacién

_(kl ky o kamy 0 Ly e eu)
7= kv by - Ry mp omo oo my

de {1,...,n}; es decir que

{1, N ,TL} = {kl, kQ, .. .7]6”,”}0{51,62, N ,g,/}
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(U denota unién de conjuntos disjuntos) y ademés (mq,ma,...,m,) es una permutaciéon de
{l1,42,...,4,}. El coeficiente de A"~ en el desarrollo del polinomio de la expresién (7.5) es
igual a

(o) (=1)",

c(o) = (<1

siendo ¢ el nimero de ciclos de h con arcos cuyo peso pertenece a FF; o, lo que es equivalente,
c es el numero de permutaciones-ciclo en las que se descompone la permutacion

<g1 by - 4, )
mi mo e my !
De aqui que

(o) (-1)" = (=1

De este modo, la expresién (7.5) es igual a
(—1)%ap, my Goyms - Gty my, A7 + términos de grado < n — v (7.6)

Asi pues, cada familia de ciclos generadora h de G(AL, — A) con n — v lazos determina
biunivocamente una familia de ciclos & en G(A) de longitud v, de forma que el coeficiente de
A" en (7.6) es igual a .

(—1)°F (), (7.7

siendo f (ﬁ) el peso de h como subdigrafo ponderado de G(A). Obviamente el ntmero de
ciclos de h es también c.
Sumando, a continuacion, todas las aportaciones de las familias de ciclos generadoras de

G(MI, — A) con n — v lazos, obtenemos el coeficiente p, del polinomio

PR ipy)\nfu'

v=1

Pero, por lo antedicho, esto equivale a decir que p, se obtiene como suma de los pesos (7.7)

aportados por las correspondientes familias de ciclos de longitud v de G(A), multiplicados

por un factor de signo (—1)¢, donde ¢ es el niimero de sus ciclos “disjuntos”. O
Como p, = det(—A) = (—1)"det A, es de observar que de la férmula (7.4) para v = n,

o= 3 (-1 f()

heH,

se deduce como caso particular que

det A= " (=1)"~4" f(n).

heH,,
Ejemplo 7.3.1. Sea la matriz 4 x 4

ai1 a2 az O
0 as2 0 a4

az1 0 az3 as
0 0 43 0

A= (7.8)

donde los a;; que en ella figuran se consideran elementos distintos de cero. El digrafo G(A)
viene dado en la figura 7.2.
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’ Coeficiente p,

Sumandos de p,

Familias de ciclos correspondientes

= Co
s @)
_as3 C®
_ Co @0
+aji1as3 C@ C®
+agoass @O C®
34043 B =@
o —— ) (o
+a13a31a22 @O@) ®®
11034043 B =@
I —a31043024012 @D @
3) O,
s Co of
Q0

Cuadro 7.1: Coeficientes del polinomio caracteristico.
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Figura 7.2: Digrafo G(A).

Para este Ejemplo 7.3.1, las expresiones algebraicas de p, (1 < v < 4) y las familias de
ciclos de G(A) correspondientes a cada sumando de p, han sido mostradas en la tabla 7.1.
Sea A € F*"*". Eliminando en la matriz caracteristica AI,, — A la fila ¢ y la columna j se

obtiene una matriz (n — 1) x (n — 1)

cuyo determinante Afﬁ )1()\) es igual a un polinomio de grado a lo mas n — 1:

PPN G Am=2 g 00 3 4 (i), (7.10)

n—1

Sea (A, — A)(ij) la matriz

A—an - a1 00 —ai o —ann
—@i—11 o —Gi—15-1 0 —ai—1 41 0 —aip
0 .. 0 1 0 0 . (7.11)
—Git1,1 0 —Giyi—1 0 =G40 0 —Gigin
—0n1 t —0nj-1 0 —Qn,j+1 e A= app

Entonces .
det [(AL, — A)(i5)] = (1" AL (V)

n—1

multiplicando los dos miembros de esta tiltima igualdad por (—1)*7, se deduce que
A () = (=1)™ det [(AL, — A)(ij)]. (7.12)

Consideremos el digrafo G1((A, — A)(ij)) de la matriz (A, — A)(ij); este digrafo se
obtiene a partir del digrafo G(A\I,, — A) afiadiendo un arco de j a i de peso 1 y suprimiendo
todos los arcos de G(AI, — A) que empiezan en j y todos los que terminan en 4. Para
desarrollar el determinante de (A, — A)(ij) nos interesan las diagonales de esta matriz que
tienen un uno en el lugar j-ésimo (esto es, las diagonales que contienen al 1 de la posicién
(i,7)). Estas diagonales se corresponden precisamente con las familias de ciclos generadoras de
G1((AL, — A)(ij)) tales que uno de sus ciclos contiene al arco (j,4) de peso 1. A esta familias
les llamaremos (ij)-familias. Para cada v = 1, ..., n, haciendo consideraciones parecidas a las
realizadas en la 2* Demostracion del Teorema 7.3.1 se tiene que cada (ij)-familia de ciclos
generadora h de G1((A,, — A)(ij)) con n—v lazos de peso de la forma A—a, a € F y ¢ ciclos
de peso perteneciente a I, aporta el sumando

(1)l ()T (AT = (1) T (AT = (—1) T F(R)AT

al determinante det [(Al,, —A)(ij)], siendo h 1a correspondiente familia de ciclos de longitud v

en el digrafo Ggij) (A) obtenido de G(A) al anadirle un arco de j a i de peso 1 y suprimirle todos
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los demés arcos que comienzan (resp. finalizan) en j (vesp. i); para indicar que h contiene
al arco (j,1) le llamamos (ij)-familia. El niimero de ciclos de h es igual a ¢; denotamos este
ntmero por d(h).

Todo esto nos indica que p(yij ) se obtiene considerando cada (ij)-familia de ciclos de lon-
gitud v, , de G (A) y multiplicando su peso f(h) por el signo (—1)i+i+d+1 (ver (7.12)),

plid) = Z (—1)HI AR g (), (7.13)
heH{

siendo HS? el conjunto de las (ij)-familias de ciclos de Ggij )(A) de longitud v. Si el conjunto
Hl(,ij ) es vacio, debe entenderse que p,(,ij ) =0.

Si eliminamos las filas i1 e i9 y las columnas j; y jo en la matriz Al,, — A (supondremos
que i1 < i3y j1 < jo) obtenemos una matriz (n —2) x (n — 2)

(AL, — A) (;1 ;z) (7.14)

cuyo determinante, Agfg’bb)()\), es igual al polinomio de grado a lo més n — 2:
pghjlﬂ'zjz))\nf? 4ot pffijf’im))\ +p7(f1j1’i2j2). (7.15)

llamemos (Al — A)(i1J1,%272) a la matriz n x n obtenida a partir de A\I,, — A cambiando
los elementos de sus filas i1 e i3 y sus columnas j; y jo por ceros y poniendo un uno en las
posiciones (i1, 1) e (i2,72). Es ficil ver que

det [(AI, — A)(i1]1, i2jo)]
= (SRR AT R () (7.16)
= (LR AR (),
Multiplicando por (—1)“F/1+2+72 Jos dos miembros de esta ecuacién obtenemos
AU (\) = (—1) itz det [(AL, — A) (i1, izj2)] - (7.17)

Consideremos el digrafo Gg(()\In — A)(i1J1, igjg)) de la matriz (A, — A)(i1j1,i2j2); este
digrafo se deduce a partir del digrafo G(AI,, — A) afiadiendo dos arcos de j; a i1 y de js a ig,
respectivamente, cada uno con peso 1, y suprimiendo todos los demds arcos de G(\I,, — A) que
empiezan en j; 6 jo y todos los arcos que acaban en i1 6 i5. Para desarrollar el determinante
de (M, — A)(i1J1,42j2) nos interesan las diagonales de esta matriz que tienen un 1 en las
posiciones (i1,71) e (i2,72). Estas diagonales se corresponden exactamente con las familias
de ciclos generadoras de GQ((/\In — A)(iljl,igjg)) tales que los arcos (j1,41) v (j2,42) con
peso 1 estdn contenidos en uno (o dos) de sus ciclos; les llamaremos (i17j1, i2j2)-familias.
Para cada v = 2,...,n, considerando las (i1j1,i2j2)-familias de ciclos generadoras h de
Gg(()\In — A) (i1, igjg)) que contienen precisamente n — v lazos de peso de la forma A — a,
con a € IF, y los restantes ¢ ciclos con pesos en F, se tiene que h aporta el sumando

(_l)nf[nfu%»c] (_1)u72f(]~1))\n7u _ (_1)c+2f(]~1))\n7u

al determinante det [()\In — A)(i171, igjg)], siendo & la familia de ciclos subordinada por h

en el digrafo Géiljl’i2j2)(A) obtenido de G(A) al afiadirle dos arcos de j; a i1 y de ja a iz, de
peso 1, y suprimiendo todos los arcos que comienzan en {ji,j2} y los que finalizan en {71,z }.
Como la familia h contiene los arcos (j1,41) y (j2,42) se llama también (171, i2j2)-familia.

Por (7.17), cada (i1J1,i2j2)-familia de ciclos A de Géiljl’i2j2)(A) de longitud v, aporta a
p,(fjjl’mz) su peso f(h) multiplicado por el signo (—1)7F71+iztiz+d(h)+2 (véase 7.17), donde
d(h) es el ntumero de ciclos de h (d(h) coincide con el ntimero ¢ de la familia h de antes):

p£i1j1,i2j2) — Z (_1)i1+j1+i2+j2+d(}~1)+2f(ﬁ)’ (718)

E€H£i1j1,i212)
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siendo HY'71292) ¢] conjunto de las (i171,12j2)-familias de ciclos de Géiljl’mz)(A) de longitud
v. Si H{I1292) og yp conjunto vacio, se entiende que pl(,iljl’izjz) =0.

De manera similar puede deducirse el resultado siguiente para los menores de orden n —k
para k =1,2,3,....,n—1.Sean 1 < i1 <isg < - <ip <N, 1 <J1 < Jo <+ < Jp <1
llamemos S

G](;l]1ﬂ2,72vuﬂk.]k)(A)

al digrafo obtenido a partir de G(A) mediante las modificaciones siguientes: se afiaden k

arcos de peso 1 de j; a i1, de js a @9, ...y de ji a ix; se eliminan todos los arcos restantes
que comienzan en los vértices ji,ja,...,jr y todos los restantes que acaban en los vértices
01,02, ., 0.

Teorema 7.3.2. Sea A;ii];’i”””’i”’“)(/\) el determinante de la matriz (n — k) x (n — k)

R )

JuoJ2 o Uk
obtenida al tachar las filas iy,i9,...,1 y las columnas ji, ja, - . ., ji de la matriz caracteristica
M, — A. Sea
Agi.];vi2j2v~-vikjk)()\) _ p](ciljl;i2j27.-~yikjk))\n—k 4 +pgliiji1,i2j2’~~-,ikjk))\ (7.19)
+p(i1j1,i2j27m,ikjk) .
N .
Entonces para cada v =k, k+1,...,n,
p(i1j17i2j21-~7ikjk) — Z (_1)i1+j1+i2+j2+---+ik+jk+d(ﬁ)+kf(fl)
14 )

donde Hzgiljl’igjg’:"ikjk) es el conjunto de las (i1j1, %22, - - -, ixjk)-familias de ciclos de Ggljl’iij"”’i’“j’“)(A)
de longitud v, d(h) es el nimero de ciclos “disjuntos” de h y f(h) es el peso del subdigrafo h
de Gl(jljl’i2j2w-~vilcjk)(A)'

7.4. Ejercicios

Ejercicio 7.1. Caracterizar mediante su digrafo de Coates las matrices genéricas M €
{0, *}™*™ que son diagonalizables para casi todo valor complejo concreto asignado a sus aste-
riscos (*) {Cudndo tienen simples todos sus valores propios estas matrices M genéricamente
diagonalizables?.

Ejercicio 7.2. Caracterizar mediante su digrafo de Coates las matrices genéricas M €
{0,%}™*™ que son no derogatorias para casi todo valor complejo concreto asignado a sus
asteriscos (*).

Ejercicio 7.3. Para cualquier matriz A € C"*™ denotaremos por i(A) el nimero de facto-
res invariantes de A no constantes, contando repetidos. Nétese que i(A) es la multiplicidad
geométrica més grande de los valores propios de A. Dado un entero k, 1 < k < n, caracterizar
mediante su digrafo de Coates las matrices genéricas M € {0, *}"*™ que satisfacen i(M) = k
para casi todo valor complejo concreto asignado a sus asteriscos (*). Obsérvese que para el
caso k = 1 las matrices A que satisfacen la igualdad i(A) = 1 son las no derogatorias. Asi
pues, este ejercicio es una generalizacién del Ejercicio 7.2 .

Ejercicio 7.4. Sea p un entero, 0 < p < n. Para cualquier matriz A € C™"*" denotaremos
por i,(A) el nimero de factores invariantes de A de grado > p, contando repetidos. Dado
un entero k, 1 < k < n, caracterizar mediante su digrafo de Coates las matrices genéricas
M € {0,*}™*™ que satisfacen i,(M) = k para casi todo valor complejo concreto asignado a
sus asteriscos (*). Obsérvese que este ejercicio es una generalizacién del Ejercicio 7.3 .

Ejercicio 7.5. Sea M € {0,%}™*™ una matriz genérica. Demostrar que existe un entero
positivo p tal que MP = 0 (calculando en el cuerpo de dos elementos {0, *}) si y sélo si el
digrafo de Coates G(M) de M es aciclico.
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7.5. Notas al Capitulo 7

La primera referencia que me puso sobre la pista del tema de este capitulo fue el articulo
de Poljak et al. [51].



Capitulo 8

Entornos de seguridad para la
forma de Jordan

En este capitulo damos entornos de seguridad para las condiciones necesarias que debe
satisfacer la forma canodnica de Jordan bajo pequenas perturbaciones. Es decir, dada una
matriz A € C™*™ y un ntimero § > 0 adecuado a A hallaremos un niimero € > 0 tal que toda
matriz A’ con |A’ — Al < e satisfard las condiciones (6.2) y (6.3) del Teorema 6.1.1.

129



130 CAP. 8 ENTORNOS DE SEGURIDAD PARA LA FORMA DE JORDAN



Capitulo 9

Subespacios invariantes estables

131
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Capitulo 10

Jordanizacion de una funcion
matricial

Sea A : (a,b) — C™ "™ una funcién matricial de tipo 7. En este capitulo estudiaremos
bajo qué condiciones existe una funcién matricial P : (a,b) — GL,,(C) de tipo T tal que para
todo t € (a,b), la matriz P(t) "L A(t)P(t) es la forma canénica de Jordan de A(t). Hay varios
casos especiales del tipo de funcion: funcién analitica o de clase C¥; funcion de clase CP y
funcién suave o de clase C*°.

10.1. Puntos de bifurcacion

Let A : (a,b) — C™*™ be a matrix function of class C? defined on an open interval (a,b)
of R. Then for all ¢t € (a,b), the matrix A(t) is similar to a matrix J; in Jordan form:

so, there exists an invertible matrix P, € C™*™ such that
P7rA(t) Py = ;.

In the following we try the solution of the

PROBLEM: Can the function t — P, be chosen of class CP?
If such a function P : (a,b) — GL,,(C) exists then J(t) := P(t)~! A(t) P(t),
t € (a,b), must be necessarily a function

J: (a,b) — C™*"

of class CP.

Before giving a partial (but generic) answer to this question, we are going to put two
examples.

t3 4 ti 1

Example 1.- Let A;(t) := < 0 4P +ti
Ay : R — C?*2 is of class C2. The eigenvalues of A;(t) are t3 + ti and —t> + ti, distinct,
if t < 0; when t > 0 A;(t) has only one eigenvalue > + ti. The representative curves in
the complex plane of aq(t) := 3 + ti and ao(t) :=| t | +ti are given in Figure 10.1 and in
Figure 10.2

) for every ¢t € R. The matrix function

133
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104+
sl
) ) bi furcation ) )
-1000 -500 0 500 1000
tA3+ti | t] "3+t
10+

Figura 10.1: Punto de bifurcacién en ty = 0.

ST @

— &t

Figura 10.2: Punto de bifurcacion en tg = 0.
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3+ ti 0 B+t 1
0 3+t
if ¢ > 0. Therefore, given that the entry (1,2) of J; jumps from 0 to 1 when ¢ pass through
t = 0 from left to right, there does not exist a function P : R — GL3(C) of class C?, not
even continuous at ¢t = 0, such that for all ¢t € R,

The Jordan form of A;(t)is J; := ( ) ift <0,and J; := (

P(t)"t Ay (t) P(t) = J,.

t3 + ti 0

0 |t ] +ti
and ag(t) :=| t | +ti are such that the spectrum, A(Az(t)), is equal to {aq (t), aa(t)}. When
t <0, 01(t) # as(t); when t > 0, a1 (t) = as(t). But, in this case the constant matrix function
P(t) := I for all t € R is of class C? (even of class C*°) and for all ¢ € R,

1 B+t 0 )_(al(t) 0 )_,
g AQ(t)IQ_( 0 [t 4t ) 0 as(t) =

Example 2.- Let A (t) = ( ) The functions (of class C?) vy (t) := t3+ti

Definition 1.- In these examples tg = 0 is a point of bifurcation of the spectrum of A; and
Ajy. Let us precise this concept. Let n(t) := Card{u € C : det(A(t) — uI) = 0} for every
t € (a,b). We say that a point ¢y € (a,b) is a point of bifurcation of the spectrum of A if in
every neighbourhood of ¢y the function n takes two or more different values.

Definiciéon 10.1.1. Sea A : Q@ — C™*" una funcién matricial continua, definida en un
intervalo abierto €2 de R. Para cada t € €, sea

Na(t) := Card{z € C: det(zI, — A(t)) = 0}.

Decimos que tg € € es un punto de bifurcacion del espectro de A si en todo entorno de tg
existe un punto ¢ que satisface Na(t) > Na(to).

Llamemos pa (A, t) := det(Al, — A(t)); de la ecuacién (4.8) se sigue que para cada t € €,

Opa(A,t)

o ,A) —n+1. (10.1)

Na(t)=rgR <pA()\,t),

Por la Proposicién 1.3.1, la funcién ¢ — N4 (t) es semicontinua inferiormente en cada ¢; € Q.
Por lo tanto, existe un entorno Vi, de t; tal que para todo ¢ € V4, se da la desigualdad
NA(t) = Na(t1). De donde se llega a la siguiente observacion.

Observacion 10.1.1. Un punto tg €  no es punto de bifurcaciéon del espectro de A si existe
un entorno W de tg tal que para todo t € W,

Na(t) = Na(to).

Definition 2.- If M € C™*™ and )¢ is eigenvalue of M, the root subspace of M corresponding
to Ag is the subspace
Rng (M) :=Ker (M — NI)™.

Lema 10.1.1. Let A : (a,b) — C"*™ be a matriz function of class CP. Let t; € (a,b) be
such that there exists a neighbourhood V (t1) of t1,V(t1) C (a,b), satisfying that

Card A(A(t))

is constant on V(t1), and equal to k. Then there exist k different functions oy : V(t1) — C
of class CP, 1 < i < k, such that: (1) for allt € V(t1),

AAQR) = {a(®), - - (D)}

0 3+ ti

)
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(2) moreover, for every j € {1,...,k}, there exists the limit (in the gap metric)

lim Raj 0 (A(t))

t—t1

and it is equal to R, (1) (A(t1))-

Proof. By Lemma 4.2. of [23] there exist k different functions «aq,...,af : V(1) — C of
class C? such that for all t € V(¢;),

AA®R) = {aa(t),...,ar(t)}.

Let i be a positive real number such that the open balls B(c;(t1),n) (1 < j < k) are
pairwise disjoint. Then there exists a connected neighbourhood U(t1) C V(1) of t; such that
forall t e U(t1) «;(t) € Blay(th),n) (1<j<k).

As A(t) has k distinct roots aq(t),...,ar(t) on U(t1), U(t1) is connected, and «;(i =
1,...,k) are continuous, by Lemma 2.1 of [24] it follows that the algebraic multiplicities of
these roots my, ..., my are constant on U (t1).

By Proposition 2.2.5 of [31], it follows that

dim R, ty(a@) = m;

is constant on U(t;) (1 <j < k).
But R, 1) (A(t)) = Ker [(A(t) — a;(t) I)"] for every t € U(t1). Let us take a sequence
T1,T2, .-, Tq,--- € U(t1) converging to ¢t1. By Theorem 15.1.3 of [31] we have that the limit

lim Ker [(A(rg) — a;j(14)I)"]

q—r o0

exists and it is equal to
Ker [(A(t1) — a;(t1)I)"].

As this is true for every sequence 71,72, . .., Ty, - . . of points of U(t1) converging to t1, we
deduce that there exists the limit

lim R, ) (A(1))

tot
and it is equal to Ry, 1) (A(t1)) (1 <j <k).
Lema 10.1.2. Let A: (a,b) — C™*" of class CP, let

r:= max Card A(A(¢)).
t€(a,b)

Let aq,...,ap : (a,b) = C be continuous functions such that for every t € (a,b),
A(A®)) = {ou(t), ..., ar(t)}

Let tg € (a,b) be a point of bifurcation of the spectrum of A.

Then, there exist a number ¢ > 0 and two subsets {j1,...,ju} and {ki,...,ky,} of
{1,...,r} such that for every t € (to — €,to), the numbers o, (t),...,a;,(t) are the dis-
tinct eigenvalues of A(t), and for every t € (to, to+¢), the numbers au, (t), ..., ax, (t) are the
distinct eigenvalues of A(t).

Proof. It follows from results in [23].

A partial solution to the Problem is here:
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Teorema 10.1.1. Let A: (a,b) — C™*™ be a matriz function of class CP. Let

r:= mix Card A(A(t)).
te(a,b)

Suppose that the points of bifurcation of the spectrum of A, if there exist, are isolated.

Then, in order that there exists a function P : (a,b) — C™*™ of class CP such that for
every t € (a,b), the matriz P(t) is invertible and the matriz P(t)~! A(t) P(t) is a Jordan
matriz, it is necessary and sufficient that the two following conditions are satisfied:

Condition 1: For every k =1,2,...,n, the number of k x k Jordan blocks of A(t) is constant
on (a,b).

Condition 2: There exist functions aq,...,a, : (a,b) = C of class C? such that:

(2.1) for allt € (a,b), A(A®R)) ={a1(t),...,ar(t)},
(2.2) for each point of bifurcation ty of the spectrum of A, lete > 0 and {j1,...,Ju}, {k1,..., kv }

be the real number and the subsets of {1,...,r} associated to ty as in Lemma 2; then it must
hold that
u v
lim R, ) (A(t)) =C" = lim R, ) (A(t)).
262 Jim 5 (0 (A1) 162 o, v (1) (A1)

Proof. It follows the argumentation lines of [55].
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Revisited Examples
The number 0 is the only bifurcation point of the spectrum of A; and As.
Ift <0,

Aty —aa(t) [, = (8 —étf’);
Ai(t) —a2(t) I = (283 é)’

from here,
1 1
Ry (Ar(1)) = < (0) >4 R (Ar(1) = < (th) >.

We deduce that
, 1 , 1
tl_lfé{ Rai ) (A1(t)) =< 0 >; t1_1>1’(1)17 Rt (At)) =< 0 > .

But the sum < ((1)) >4 < ((1)) > is not direct and also # C2. So it is lacking the condition
2.2 of Theorem 1. It is not possible to reduce smoothly the matrix function A; to Jordan

form.
On the other hand,

if t <0,
0 0
Ag(t) —ai(t) [ = ( 0 —23 >;
2t3 0
Ag(t)—ag(t)lg = ( 0 0 );
we derive
1 0
Ry (1) (A2(t)) =< (O) >; Ray(r)(A2(t)) < <1> >
Ift >0,
0 0
Ag(t) — Oél(t)lg = ( 00 ) N
from here,

Ry (1) (Aa (1)) = €.

It is easy too see that
Jm R, @) (A2(8)) & Hm R,y (A:(t)) = C* = i Ra, ) (A2(t)).

So, this corroborates that the matrix function As is smoothly reducible to Jordan form.

En primer lugar probemos la asercion: Un punto de acumulacion de puntos de bifurcacion
es también un punto de bifurcacion.

Sea 19 € (a,b) un punto de acumulacién de puntos de bifurcacién del espectro de A :
(a,b) — C™*™. Entonces 7y es punto de bifurcacién del espectro de A. En efecto, en todo
entorno (abierto) N de 7y existen puntos de bifurcacién ¢y. Luego N es entorno de ty. Por
consiguiente, la funcién n no es constante sobre N. Como esto ocurre para todo entorno de
Ty, Se sigue que 7y es punto de bifurcacion.

Asi pues, si suponemos que los puntos de bifurcacién del espectro de A son puntos aislados,
se seguird que el conjunto de estos puntos de bifurcacién no puede tener puntos de acumula-
cién que pertenezcan a (a,b). Pero puede suceder que a o b sean puntos de acumulacién de
dicho conjunto.
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Lema 10.1.3. Sea A : (a,b) — C™ ™ una funcién matricial de clase C' tal que los puntos
de bifurcacion de su espectro, si existen, son aislados.
Entonces existen n funciones continuas A1, ..., A\, : (a,b) = C tales que para todo t €
(a,0),
A(A[R) = {Aw(t), ..., An(D)}- (10.2)

[Pese a la notacién de la ecuacién (10.2) para algunos valores de ¢ el conjunto A(A(t))
puede tener menos de n elementos].

Sity < tg < ty, conty,to,ty € (a,b), son tres puntos de bifurcacion consecutivos, entonces
Card A(A(t)) es constante en cada uno de los intervalos (t,to) y (to,ty), digamos que

- !/
caranat) = { 3 358y
Ademds existen dos subconjuntos {j1,...,ju}t y {k1,...,ks} de {1,...,n} tales que para
todo t € (t(,t0) los nimeros Aj, (t),..., A, (t) son los u valores propios distintos de A(t),
y para todo t € (tg,t() los nimeros Ag, (t),..., A, (t) son los v valores propios distintos de
A(t); las funciones A, , ..., \j, son de clase C* en (t),to); las funciones Ay, , ..., A, son de
clase C1 en (to,ty)).

Nota.- En este momento, ignoro si existen las derivadas laterales en tg:

Ajo (to +h) — A, (to)

N (o) = hl_i}rg_ o , (a=1,...,u),
.~ Akg(to + ) — Ay (to)
o) =t MW ZAC)

Tampoco sé si existen los limites laterales

lim )\;a(t), (a=1,...,u),
t—t,

lim Aj, (t), B=1,...,0).

T
t—tg

DEMOSTRACION DEL LEMA 10.1.3
Por el Corolario VI.1.6, pig. 155 de [12], existen n funciones continuas A1, ..., A\, : (a,b) —
C tales que para todo t € (a,b),

AA@) = {A1(t), ..., An(D) ]

Por ser t(, y to dos puntos de bifurcacién del espectro de A consecutivos, se sigue que A(A(t))
tiene un nimero constante de elementos al variar ¢ en (t(, to); digamos que Card A(A(t)) = u
para todo t € (), to). Por el Lema 4.1 de [24] si dos de las funciones Ay, ..., A, —digamos \;
y Aj— coinciden en un punto 7y de (¢(, to)

Ai(10) = Aj(70),

entonces \; (t) = \;(t) paratodot € (%, o). Esto permite entresacar el subconjunto {\;,,..., A, }
de {A1,..., A} formado por las u funciones continuas tales que para todo t € (¢, to),

A(A(t)) = {/\jl (t)7 IR /\ju (t)}

Por el Lema 2.1 de [24] las multiplicidades algebraicas myq,...,m, de Aj, (t),..., A, (¢),
respectivamente, son constantes en (t(, to).
Para cada o = 1,...,u, veamos que existe la derivada

A (7)
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en cada punto 7 € (t(,%0) y que la funcién >‘3‘a es continua en 7.

Como Aj, (7),..., X (7),...,Aj,(7) son u nimeros complejos distintos, existen u discos
disjuntos dos a dos centrados en ellos de radio r > 0, B(\; (7),7), «=1,...,u. Llamemos
¢ ala circunferencia exterior de B(\j, (7), r) orientada en sentido positivo. Por la continuidad
de la funcién \;, en 7, existe un entorno V(1) C (¢, to) de 7 tal que para todot € V(7), A, (¢)
es la Unica raiz de

Ft) :==det(A] — A(t)) =0

que hay dentro de ¢,. Por el Teorema B de variable compleja, se tiene que V¢ € V (1),

11 MA )
Aja(t)_m—a% CQWCD\. (10.3)

De (10.3) y del Teorema D de variable compleja se sigue que existe A} (t) para todo
teV(r)y que
1 1 9 AR

N (t) = —— 10.4
jo () me 2mi J. Ot f(At) (104)
Luego )} es continua en cada t € V(7).
La demostracién se completa de forma analoga.
O

Material nuevo. Nueva versién del teorema principal: Theorem 1.1

10.2. Puntos de bifurcacién de la caracteristica de Segré

Sea A : (a,b) — C™™ una funcién matricial de clase CP en el intervalo abierto (a,b) de
R. Para cada t € (a,b) sea s (A(t)) la caracterfstica de Segré de la matriz A(t) (recordar la
definicién de la pagina 49). Sea s(t) := s (A(t)) para todo ¢ € (a,b). Asf se define una funcién

n

s:(a,b) — UfP“,

u=1

.z . u .
con valores en la unién los productos cartesianos P* := Px --- xP del conjunto P de
particiones de enteros.

Definicién 10.2.1. Se dice que el punto ¢y € (a,b) es un punto de bifurcacion de la carac-
teristica de Segré de A si la funcién s es no constante en todo entorno de .

Definicién 10.2.2. Sea n(t) := Card{p € C : det(A(t) — ul) = 0} para todo t € (a,b).
Decimos que un punto ¢y € (a,b) es un punto de bifurcacion del espectro de A si la funcién
n es no constante en todo entorno de tg.

Es obvio que si la funcién n es no constante en un subintervalo (a1, b1) de (a,b), entonces
la funcién s es no constante en (ay, b1). Por consiguiente, si ¢y es un punto de bifurcacién del
espectro de A, se sigue que tg es un punto de bifurcacién de la caracteristica de Segré de A.
Pero puede haber puntos de bifurcacion de la caracteristica de Segré que no son puntos de
bifurcacién del espectro, como se puede ver en el ejemplo siguiente.

Sea A1 : R — C una funcién de clase CP y sea g : R — R la funcién definida por

0 para t <0

o(0)i={ 1

Es conocido que esta funcién g es indefinidamente derivable (o de clase C*°) en R. Véase [20,
pég. 156]. Definimos la funcién matricial

M@ 1 0

para t > 0.
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Es facil ver que la caracteristica de Segré de A(t) es ((2,1)) sit <0y ((3)) sit > 0. Por lo
tanto, 0 es un punto de bifurcacién de la caracteristica de Segré de A; pero esta claro que el
espectro de A no se bifurca en ¢t = 0.

Lema 10.2.1. Sea A : (a,b) — C™*™ una funcidn matricial de clase CP. Sea

= méx  Card A(A(t)).
ri= max Car (A1)

Sito € (a,b) no es punto de bifurcacién del espectro de A, entonces existen un nimero e > 0
y q funciones A1, ..., A : (a,b) = C de clase CP, ¢ < r, tales que para cadat € (tg—e, to+e) :

A(A®) = {u(t), .. A1)}
y los nidmeros A1(t),..., A\y(t) son distintos.

Teorema 10.2.1. Sea A : (a,b) — C"™™ una funcién matricial de clase CP. Sea

= max_  Card A(A(2)).
"= iy, CwdAA0)

Supongamos que los puntos de bifurcacion de la caracteristica de Segré de A, si existen,son
aislados. Entonces, para que exista una funcion P : (a,b) — C"*™ de clase CP tal que para
todo t € (a,b), la matriz P(t) sea invertible y

P(t)"A(t) P(1)
sea una matriz en forma canonica de Jordan, es necesario y suficiente que las dos condiciones
siguientes sean satisfechas:

Condicién 1: La unidn de las particiones de la caracteristica de Segré de A(t) es constante
en (a,b).

Condicién 2: Ezisten funciones a1, ...,a, : (a,b) — C de clase CP tales que:
(2.1) para todo t € (a,b), A(A(t)) = {as1(t),...,a. ()},
(2.2) para cada punto de bifurcacion to del espectro de A, seane >0 y{j1,...,Ju}, {k1,-. -, kv}

el numero real y los subconjuntos de {1,...,r} asociados a tg como en el Lema 1.1; entonces
debe ser

P lim R, (AM) =C" =D lim Re,, o) (Al1)):

i toto i totd

(2.3) para cada punto de bifurcacion to de la caracteristica de Segré de A que no sea punto
de bifurcacion del espectro de A, sean € > 0 y {ag,,...,ar,} el nimero real y el subconjunto
de funciones asociados a ty como en el Lema 10.2.1; entonces debe ser

q
(C = tliglo Raki (t) (A(t))

i=1

10.3. Funciones matriciales genéricas

Denotemos por €7 := CP((a,b), C"*") el conjunto de funciones matriciales A : (a,b) —
C™*™ de clase CP definidas en un intervalo (a,b) de la recta real, de clase CP. Queremos
probar que las funciones matriciales A € &P que tienen aislado el conjunto de puntos de
bifurcacién de su caracteristica de Segré, forman un subconjunto genérico de &?; es decir, un
subconjunto abierto y denso. Para ello, previamente debemos definir una topologia sobre &P.
Hay varias formas posibles de hacerlo.
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En &P vamos a considerar la topologia de la convergencia uniforme sobre conjuntos com-
pactos. Para todo compacto K C (a,b) y cada nimero i € {1,...,p}, se define

) .— m4 (7) P
Nki(4) = mix |AV@)],  Aeé&r,

donde A®(t) denota el valor de la derivada i-ésima de la funcién matricial A en el punto t.
La funcién N ; es una seminorma sobre &7.

Al variar K e i, se obtiene una familia de seminormas sobre &?. La topologia definida
sobre &P por esta familia se llama la topologia de la convergencia compacta para todas las
derivadas de orden < p. Véanse las paginas 179 y 187 de [17].

Teorema 10.3.1. Sea el espacio &P := Cp((a,b),(C"X”), dotado con la topologia de la con-
vergencia compacta. Sea el subconjunto B de &P formado por las funciones matriciales cuyos
puntos de bifurcacion de la caracteristica de Segré son aislados. Entonces,

(i) Para cada A € 8B existen conjuntos compactos K1, Ko, ..., K,, enteros ii,is,..., i, €
{1,...,p} y ndmeros reales €1,€2,...,6, > 0, tales que para toda funcion matricial
X € &P que satisfaga las condiciones

5 X(Zq) — A(iq) =1....
Q%H (t) Ol <eq,  a=1,....p

los puntos de bifurcacion de la caracteristica de Segré de X son aislados.

(ii) Para cada X € &P, y para cada seleccion de conjuntos compactos
Ky, Ko, ..., K,, enteros iy,ia,..., i, € {1,...,p} y nimeros reales

€1,€9,...,&, > 0, existe una funcion matricial B € B que satisface las condiciones

3 (iq) _ (iq) —
mix [ X00(0) - B <2 q=Li..w

El enunciado del teorema nos dice que el conjunto 8B es abierto y denso.



Capitulo 11

Forma de Jordan probabilistica

No creo que pueda desarrollar el tema de este capitulo. Dejaré escrito aqui algo de los
indicios que me llevaron a preverlo. Vi un articulo de B. Kagstrom y sus colaboradores
en el que se relataba el siguiente experimento estadistico: dado un haz de matrices reales
m xn, AB — A, se tomaban 1000 haces al azar a una distancia e = 1072,1076 de A\B— A y se
contaban en una tabla el nimero de casos que en que el haz elegido tenia una determinada
estructura de Kronecker. Es sabido que la estructura de Kronecker de un haz estd formada
por los indices minimales por filas y por columnas, y por los exponentes de sus divisores
elementales finitos e infinitos. Sélo hay un ntimero finito de estructuras de Kronecker posibles,
determinado por los ntimeros naturales m y n. Teniendo en cuenta los teoremas sobre la
perturbacion de la forma canénica de Kronecker de un haz, los haces que disten menos de
€ de AB — A tnicamente pueden tener una estructura de Kronecker que no sea repelida por
el haz AB — A. De este modo cabia hacer una estimacién estadistica de las probabilidades
de alcanzar cada una de esas estructuras de Kronecker no repelidas por AB — A. Es obvio
que un estudio tedrico de estas probabilidades serd una cuestion mas dificil que las tratadas
hasta aqui en este libro.

El tema a esbozar aqui seria hacer una versiéon probabilistica del Teorema 6.2.2 de la
pagina 112 del Capitulo 6. Sea A € C"*" y sea € es una estructura de Jordan de orden n
admisible por A. Dado & > 0, hallar la probabilidad de que una matriz A’ elegida al azar
con distribucién uniforme en la bola B(A4,e) C C™*" tenga como caracteristica de Segré la
estructura §&.

11.1. Referencias comentadas
[1] B. Kégstrom

[2] J.W. Demmel: A numerical analyst’s Jordan canonical form. Ph. D. Thesis, University of
California, Berkeley, 1983.

[3] F. Chatelin

[4] A.J. Hetzel, J.S. Liew and K.E. Morrison: The probability that a matrix of integers is
diagonalizable, Amer. Math. Monthly, 114, no. 6 (2007) 491-499.

[5] Z.N. Zhang: The Jordan canonical form of a real random matrix, Numer. Math. J. Chinese
Univ., 23 (2001) 363-367. Citado por Hetzel y Morrison, pero esté en chino.
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Apéndice A

Transformaciones elementales de
matrices

La clave en la Teoria de Matrices estd en las transformaciones elementales en las lineas
(filas o columnas) de una matriz que conservan alguna propiedad que interese de la matriz.
De forma mas precisa, se trata de realizar transformaciones que conserven algiin invariante
de una relaciéon de equivalencia en cierto espacio de matrices.

A.1. Matrices sobre un cuerpo

Sea A una matriz m x n con elementos en el cuerpo C. Sobre las filas (o columnas) de A
podemos realizar una cualquiera de las transformaciones elementales siguientes:

(1) intercambiar dos filas (o columnas);

(2) multiplicar todos los elementos de una fila (o columna) por algin ntmero complejo no
nulo;

(3) sumar a cualquier fila (o columna) cualquier otra fila (o columna) multiplicada por un
ntmero complejo.

Obsérvese que el resultado de estas manipulaciones de las filas y columnas de A puede
obtenerse también de otro modo: si la manipulacién es sobre las filas (resp. columnas) de A
y produce la matriz A, higase la misma manipulacién sobre las filas (resp. columnas) de la
matriz identidad I, (resp. I,,); se obtiene asi una matriz E (resp. F)) tal que el producto EA
(resp. AF) es igual a A. Pueden verse detalles en el libro de Lancaster y Tismenetsky [41,
Section 2.7, p. 47]. Las matrices E o F, asi obtenidas, se llaman matrices elementales, y son
siempre matrices invertibles.

Dado un espacio vectorial cualquiera V' sobre C, sean v1,...,v, € V. Consideremos el
subespacio vectorial U de V engendrado por estos p vectores. Es bien sabido que el subespacio
U no cambia si transformamos su sistema de generadores {v1,...,v,} de alguna de las
maneras siguientes:

(1) {v1,...,vj,...,v4 ... 0} con 1 <& < j < p;
(2) {v1,...,av;,...,v,} con a € C,a # 0;
(3) {v1,...,vi+ pvj,...,vj,...v,} con g € C.

Por lo tanto, como el rango de una matriz A € C™*" es igual a la dimensién del subespacio
que engendran sus filas (resp. columnas), el rango de A no cambia cuando ejecutamos una
transformacién elemental sobre sus filas (resp. columnas).
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Es conocido que dadas dos matrices A, B € C™*", existen matrices invertibles P &€
Cm>xm @ € C™*" tales que PAQ = B si y sélo si partiendo de A existe una sucesién finita
de transformaciones elementales sobre las filas y/o columnas de las matrices que se van
obteniendo que acaba convirtiendo A en B. Esto puede hacerse si y sélo si A y B tienen
el mismo rango. Si rg A = r, una manera préctica de obtener una P y una @ tales que

PAQ = (IOT 8) es la siguiente: se disponen las matrices I,,, A e I,, de la siguiente forma

I, )
A I, "’

cuando se hacen transformaciones elementales por filas se actia sobre toda la fila de la matriz
mx (n+m) [A,I,]; cuando se hacen por columnas se cambia toda la columna de la matriz

(n+m)xn
il
1. 0

El objetivo es llevar A a la forma ( q 0); cuando se llega a ello, las matrices que aparecen
en los lugares de I,,, e I, son P y @, respectivamente. El orden en el que se efectiian las
transformaciones elementales no tiene importancia y se pueden intercalar las que se hacen
sobre las filas con las que actiian sobre las columnas. En forma esquematica:

I

A — transformaciones elementales — 100
A I, (%

Go) P

Ni que decir tiene que las matrices P y @, asi obtenidas, no son unicas, pues dependen de
las transformaciones elementales concretas realizadas. Sobrentenderemos que el simbolo

(5 o)

denota la matriz

A.2. DMatrices polinémicas

Sea C[)] el anillo de los polinomios en una variable A con coeficientes ntimeros complejos.
Se dice que un polinomio de grado n es monico si el coeficiente de su término de mayor grado
es 1; es decir, si es de la forma

AN+ an A" e a )+ ag.

Las matrices m x n cuyos elementos son polinomios de C[A] se llaman matrices polindmi-
cas o polinomiales (también A-matrices en libros antiguos) y al conjunto de todas ellas lo
denotamos por C[A]™*".

Sea A(A) una matriz polinémica m X n con elementos en el anillo de polinomios C[A].
Sobre las filas (o columnas) de A(\) podemos realizar una cualquiera de las transformaciones
elementales siguientes:

(1) intercambiar dos filas (o columnas);

(2) multiplicar todos los elementos de una fila (o columna) por algin nimero complejo no
nulo;



SEC. A.3 TFORMA CANONICA DE SMITH 147

(3) sumar a cualquier fila (o columna) cualquier otra fila (o columna) multiplicada por un
polinomio de C[A].

Obsérvese que el resultado de estas manipulaciones de las filas y columnas de A()\) puede
obtenerse también de otro modo: si la manipulacién es sobre las filas (resp. columnas) de A(\)
y produce la matriz A()), hdgase la misma manipulacién sobre las filas (resp. columnas) de la
matriz identidad I,,, (resp. I,,); se obtiene as{ una matriz E(X) (resp. F/(A\)) tal que el producto
E(M\)A(N) (resp. A(A)F())) es igual a A(X). Pueden verse detalles en el libro de Lancaster y
Tismenetsky [41, Section 7.3, p. 253]. A las matrices polinémicas E(\) o F()), as{ obtenidas,
se les llama matrices polinomicas elementales y son siempre matrices unimodulares, esto
quiere decir que sus determinantes son constantes no nulas. Lo cual es condicién necesaria y
suficiente para que su inversa sea una matriz de polinomios. Si se piensa en una construcciéon
de la matriz inversa de una matriz polinémica cuadrada U(A) que empieza hallando los
adjuntos,...y acaba dividiendo por el determinante de la matriz, se ve facilmente que la
condicién es suficiente. Si existe una matriz polindmica W(A) tal que UMW (A) = I, se
sigue que

det U(A) det W(\) = 1.

Asi, el producto de los polinomios det U(\) y det W (A) es una constante no nula. Esto es
posible sélo si cada uno de ellos es una constante no nula.

Vamos a definir una relacién de equivalencia en el conjunto C[A]™*™. Dos matrices
A(N), B(A\) € C[A]™*™ se dicen equivalentes si B(\) puede ser obtenida a partir de A(\)
mediante una sucesion finita de transformaciones elementales. Asi pues, A(\) y B(A) son
equivalentes si existen matrices polindmicas elementales Eq(A),..., Ex(A), F1(A),..., Fs(\)
tales que

E(N) - Er()ANF(N) - Fa(\) = BOV,

0, equivalentemente,

donde U(A) := Ex(\)---E1(\) y V(A) := F1(\)--- Fs(\) son matrices polinémicas unimo-
dulares.

A.3. Forma canodnica de Smith

Se llama rango de una matriz polinémica A(A) € C™*™ al orden del mayor menor que es
distinto del polinomio cero. Sea k un entero tal que 1 < k < r. Se llama divisor determinantal
de A(X) de orden k al méximo comin divisor ménico de todos los menores de orden k de
A()). Se le denota por Dy (A). Se conviene que Dg(A) := 1. Se puede demostrar que el rango
y los divisores determinantales son invariantes para la relacién de equivalencia de matrices
de C[A\]™*™. Véase [41, Propositions 1 and 2, Section 7.5, p. 259].

Si f(A) ¥y g(N\) son polinomios de C[A] se usa la notacién f(A) | g(A\) para indicar que
f(X) divide a g(A). En [41, Sections 7.4 and 7.5, p. 256-262] puede verse la demostracién del
teorema siguiente.

Teorema A.3.1. Una matriz polindmica A(X) € C[A]™*™ de rango r es equivalente a una
unica matriz m X n de la forma

i) 0 e O 0 --- 0
0 fo(N) 0 0 0
diag [f1(A\), ..., £(0,0,....00=| 0 0 ) 0 - 0],
0 0 0 0 0
o 0 .. 0 0o 0

donde los elementos de la diagonal son polinomios mdnicos tales que f1(X) | fa(A) | -+ | fr(A).
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La forma canénica
S(A) := diag [fi(N), - .., fr(A),0,...,0]

se llama forma candnica o normal de Smith. Los polinomios f1(A), fa(A),. ..,
fr(N) se llaman los factores invariantes de A(\). Junto con el rango de A(\) constituyen un
sistema completo de invariantes para la equivalencia de matrices polinémicas.

Existe la siguiente relacién entre los factores invariantes y los divisores determinantales
de A()N):
Dy’ Dra V)

De forma andloga a la que hemos indicado en la Secciéon A.1, una manera de obtener la
forma normal de Smith S(A) de una matriz A(A) € C[A]™*" y dos matrices unimodulares
U(X) € CIA™™ y V(X)) € C[A]"™™ tales que

fa(A) = fr(N) = (A1)

es la siguiente: se disponen las matrices I,,, A(\) e I,, de la manera siguiente

I, .
AN I

cuando se hacen transformaciones elementales por filas se actia sobre toda la fila de la matriz
m X (n+m) [A(N),I,]; cuando se hacen por columnas se cambia toda la columna de la

matriz (n +m) x n
{AI&)} '

El objetivo es llevar A(\) a la forma

S(A) :=diag[f1(N), ..., fr(N),0,...,0];

cuando se llega a ello, las matrices que aparecen en los lugares de I, e I, son U(X\) y V(A),
respectivamente. El orden en el que se efectiian las transformaciones elementales no tiene
importancia y se pueden intercalar las que se hacen sobre las filas con las que actian sobre
las columnas. En forma esquematica:

In — transformaciones elementales — v
A I, S(A
Las matrices U(X) y V(\), asi obtenidas, no son tnicas, pues dependen de las transformacio-
nes elementales concretas realizadas.

A.4. Divisores elementales

Los factores invariantes caracterizan la clase de equivalencia de una matriz polinémica
mxmn A(N). Sin embargo, si A(\) es una matriz diagonal con bloques rectangulares, i.e. de
la forma

A\ - 0
A(N) = : : ,

0 AW

la forma como dependen los factores invariantes de la matriz A(\) de los factores invariantes
de los bloques rectangulares A;(A),. .., A;(\) resulta compleja. Por tanto, en ciertas cuestio-
nes es preferible considerar no los factores invariantes, sino los llamados divisores elementales
de la matriz A(X), cuya relacién con los divisores elementales de los bloques A1 (A), ..., A¢(X)
es mucho maés sencilla.
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Sean f1(A) | -+- | fr(A) los factores invariantes de la matriz A(\) € C[A]™*™ de rango
r. Supongamos que {Aj,...,A\,} es el conjunto de todos los niimeros complejos que son
raices de alguno al menos de los polinomios f1(A),..., fr(A\). Por consiguiente, es posible
factorizar cada uno de los polinomios fi(\),..., fr(A) en potencias de la forma (A — Ag)?
donde k € {1,...,u} y p es un entero no negativo, eventualmente nulo:
A= =) (A= 2) ™ (A= A)™,

P00 = (A= 20) ™ (A= 20) ™ - (A= )™,

f'f()\) = ()\—)\1)OLT1 ()\_)\2 ®Xr2 ()\_Au)aru,.

Ademds, como f;(\) divide a f;11(\) para i = 1,...,7 — 1, se tiene que para cada k =
1,2,...,u,
0< a1 S agg <+ < g

Cada factor ()\ — )\k)aik que aparece en las factorizaciones de los f;(\) con ajr > 0 se
llama un divisor elemental de A(\). Un divisor elemental para el que o, = 1 se llama lineal;
cuando oy, > 1 se llama no lineal. Si en estas circunstancias un cierto divisor elemental
aparece en varios factores invariantes de A()), lo escribiremos tantas veces como sean los
factores invariantes en los que aparece; asi pues, debe hablarse del sistema de los divisores
elementales y no del conjunto de divisores elementales de A(\). Para cada nimero Ag nos
referiremos a los divisores elementales de la forma (A — )\k)aik como los asociados a .
Obsérvese que sobre C todos los divisores elementales son potencias de polinomios moénicos
de grado uno.

Pueden calcularse los factores invariantes de la matriz polindémica

A X0 00
AN 0 00
0 0 2x 0 O
0O 0 0 00

y ver que son f1(\) = A, fa(A) = A, f3(A) = A> — A%, De donde, por factorizacion, se deduce
que sus divisores elementales son A, A, A*, A — 1.

Demostraremos que el sistema de divisores elementales de una matriz polinémica A(\)
determina todos los factores invariantes no constantes, y que si a esto agregamos las dimen-
siones de A()) y su rango, es posible determinar todos los factores invariantes y por tanto su
clase de equivalencia.

Teorema A.4.1. Las dimensiones m,n, el rango r y el sistema de divisores elementales de
una matriz A(X) € C[A]™*"™ determinan completamente todos sus factores invariantes.

DEMOSTRACION. La demostracién queda explicada en términos del ejemplo que se expone
a continuacién. Supongamos que A(\) es una matriz 6 X 7, que su rango es 4, y que sus
divisores elementales sean

MAZAZ AL, (AF1D3 0 —1,0 - 1.
Como 6 es el minimo de 6 y 7, A()\) tendra cuatro factores invariantes

fl()‘)7f2(>‘)7f3(>‘)a f4(/\)

y su forma normal de Smith sera

fiN) 0 0 0 00 0

0 fa(d) O 0 00 0

| o 0 fz(A) 0 000
SN =1 0 0 f1(A) 0 0 0
0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 00 0
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Si desarrollamos f1(A), ..., fa(A) en factores deberfan obtenerse los siete divisores elementales
sefialados. Como f4()\) es divisible por f3(\), f2(A) v f1(A), tendremos que en f4(\) aparecen
los divisores elementales que estan asociados a 0,-1 y 1 y, ademas, en los grados mayores. Por
tanto,

f) =2(A+1)° (A - 1).

Entre los divisores elementales restantes A\, A2, A+ 1, A — 1 los de grado mayor deden estar en
f3(\); por consiguiente,
s =XA+1)(A-1).

A su vez, los de mayor grado de los restantes deben formar f3(\), a saber, fo(A) = A. Como
ya hemos distribuido todos los divisores elementales, tendremos que f;(A) = 1. Es obvio que
el procedimiento seguido es aplicable a todos los casos, lo que demuestra el teorema. ([l

Corolario 1. Dos matrices polinémicas complejas m X n son equivalentes si y solo si tienen
igual rango y los mismos sistemas de divisores elementales.

Para obtener los divisores elementales de una matriz polinémica que esté en la forma
normal de Smith S(\) = diag[fi1(}),..., f-(A),0,...,0], basta tomar, de acuerdo con la defi-
nicién, todos los divisores elementales de sus elementos diagonales f1(A),..., fr(A),0,...,0.
Demostraremos que esta misma regla es aplicable a una matriz polinémica “diagonal” arbi-
traria.

Lema A.4.1. FEl sistema de divisores elementales de una matriz polindmica m X n de la

forma
dy(A) - 0 0 --- 0

0 o dm(N) 0 -0
donde suponemos que m < n sin pérdida de generalidad, es la “union” de los divisores

elementales de sus elementos diagonales dy (M), ..., dm(XN).

DEMOSTRACION. Sin limitar la generalidad, podemos suponer que los m polinomios dy (M), . . .,
son ménicos y diferentes de cero. Denotemos por Dy () el divisor determinantal de D(\) de

orden k. Como los polinomios dy (A), .. ., dmn(A) son ménicos, tendremos que D,, () serd igual
al menor
di(\) - 0
0 o dm(N)

de D(A); a saber,
Din(A) = di(A) -+ - dm(X).

Pero, por (A.1) de la Seccién A.3,
Dip(A) = f1(A) -+ fm(N),

donde f1(A),..., fim(\) son los factores invariantes de la matriz D(A). Por tanto si A1,..., A\,
son las diversas raices complejas de al menos alguno de los factores invariantes, veremos que
cada uno de los divisores elementales de la matriz D(\) serd una potencia de uno de los
polinomios A — Ay, ..., A — \,. Ahora, extraigamos de dy(\),...,dn(\) la potencia mayor de
A — A1 por la que estos polinomios son divisibles. Sea

di(N) = (A= A1) ei(N),
donde ¢;(A1) # 0. Es nuestro deseo demostrar que

A=) (A=)

dm ()
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es el sistema de divisores elementales de la matriz D(\) que estdn asociados a A;. Como
los divisores elementales de la matriz A(A) no se alteran al permutar sus filas y columnas,
dispondremos éstas en tal orden que

51 <89 < - K 5. (A1)

Ahora encontremos la potencia de A — A1 que aparezca en Dy (). Por definicién, Dy ()
es el mdximo comun divisor ménico de los menores de orden k de la matriz D()), donde los
que son diferentes de cero tienen la forma

dyy (V) -y (V) = (A= A) ™ T, () e, (V).

En virtud de las desigualdades (A.1), la potencia minima de A — A\; estd contenida en el
menor o
di(A) - dgN) = (A=) "ep(A) - er(N).

En consecuencia, D () contiene A — A; elevado a la potencia s1 + -+ + si. Sustituyendo
aqui k por k — 1, tendremos que Djy_1(\) contiene a A — \; elevado al grado s; + -+ + si_1.
Pero, por (A.1l), el factor invariante fi(\) es igual al cociente Dy (A\)/Dg—1(\). Por tanto,
fx(A\) contiene a A — A1 exactamente a la potencia si. Asi pues, los divisores elementales
de la matriz D(X) asociados a A coinciden con los divisores elementales asociados a A1 de
los elementos diagonales de la matriz D()). Como nuestro argumento resulta vélido para los
restantes niimeros Ag, ..., A, €l lema ha quedado demostrado. O

Teorema A.4.2. El sistema de divisores elementales de una matriz polindmica A(N\) €
C[A\™*™ diagonal con blogues rectangulares

Ai(\) - 0
0 - AW
es igual a la “union” de los sistemas de divisores elementales de sus bloques A1 (N), ..., Ar(N\).

DEMOSTRACION. Las transformaciones elementales efectuadas sobre los diversos bloques
A1(A), ..., A (X) se pueden considerar como transformaciones de toda la matriz A()\). Las
transformaciones en cuestién no afectan la forma diagonal en bloques de la matriz A()), y
las transformaciones realizadas sobre un solo bloque no afectan la forma de los restantes.
Por tanto, todos los bloques Aj()), ..., Ai(A) se pueden reducir a su forma normal de Smith
S1(A), ..., S¢(A) en términos de transformaciones elementales de la matriz A(\).

Por consiguiente, existen matrices unimodulares U(X) € C[]A]™*™ V(A) € C[A]"*™ tales
que
Si(A) - 0
UNANV(A) = D
0 - S\
La matriz del miembro de la derecha de esta igualdad es “diagonal”. Por el Lema A.4.1 los
divisores elementales de esta matriz se obtienen por la “unién” de los divisores elementales de
todos sus elementos diagonales, a saber, en términos de la unién de los divisores elementales de
todos los bloques A1 (), ..., A:(A). Lo cual, por el Corolario 1 del Teorema A.4.1, obtenemos
que el sistema de divisores elementales de A()) es la “unién” de los divisores elementales de
los bloques Aj(A), ..., Ai(A). O

A.5. Semejanza de matrices
Dos matrices A, B € C"*" se llaman semejantes si existe una matriz invertible P € C**"

tal que
P7'AP = B.
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Recordemos aqui uno de los teoremas més notables del Algebra Lineal. La demostracién
de este teorema puede verse en la referencia [41, Section 7.6, p. 262]. Nos da un criterio
racional de semejanza de matrices; por racional entendemos que es un criterio que se puede
aplicar efectuando un ntdmero finito de operaciones racionales (suma, resta, multiplicacién y
divisién).

Teorema A.5.1. Las matrices A, B € C"*™ son semejantes si y sélo si las matrices po-
linémicas A\I — A y \I — B son equivalentes.

Se llaman factores invariantes y divisores elementales de una matriz constante A € C"*™
a los factores invariantes y divisores elementales, respectivamente, de su matriz caracteristica
A — A € C[A]"*™. En los tltimos afios algunos autores prefieren evitar cierta confusién y
llaman polinomios invariantes de A a los factores invariantes de AI — A. Para estos autores
sblo tienen factores invariantes las matrices polinémicas.

Forma candnica racional

Existe para cada matriz A € C™*™ una matriz semejante a ella que tiene una forma
especialmente simple: la llamada forma canénica racional o primera forma normal. Aunque
nosotros trabajamos en general en el cuerpo C es importante observar que esta forma candnica
puede ser obtenida en el cuerpo arbitrario F cuando A € F**™,

La matriz polindémica A\ — A tiene rango n, pues el determinante det(A — A) es distinto
de cero, ya que es el polinomio caracteristico de A. Por consiguiente A\I — A tiene n factores

invariantes 1,...,1, fs(A), fsx1(A), ..., fu(A), donde los n — s ltimos suponemos que tienen
grado mayor o igual que uno.
Recordemos que se llama matriz companera del polinomio p(A) = ag + a1 A + -+ +

A1 A"~ 4+ A" a la matriz n x n

0 1 0 0
1
Clp):=1| o
0 0 1
—@p —a1 —az - —Ap-1

Es f4cil demostrar que el polinomio caracteristico de la matriz C(p) es igual a p:
det (AI — C(p)) = p(N). (A1)

M4s aun, todos los menores de A\I — C(p) de 6rdenes 1,2,...,n — 1 son independientes de A
y, por lo tanto, los divisores determinantales

D1(N), D2(N), ..., Dp—1(N)

de AI — C(p) son iguales a 1. Ya que, por definicién, D,,(A) = det (AI — C(p)), entonces por
(A.1) de la Seccién A.3 y (A.1) se tiene que los factores invariantes de la matriz compaiera

C(p) son f1(A)=1,..., fac1(A) =1, fu(N) = p(N).

Teorema A.5.2. Sea A € C" ™ y supongamos que los factores invariantes de \XI — A de
grado =1 son fs(A) | fex1(A) | -+ | fa(X). Entonces A es semejante a la matriz diagonal por
bloques

Cr(A) := diag[C(fs), C(fst1), -, C(fa)], (A.2)

donde C(fx) denota la matriz companera asociada al factor invariante fr(\), s < k < n.

La aplicacién A — Cr(A) es una forma candnica para la relacién de semejanza en C**™;
se le llama la forma canénica racional o primera forma normal. Una demostracion de este
teorema puede verse en [41, Theorem 2, p. 264, Section 7.6].

Por el Corolario 1 del Teorema A.4.1 y el Teorema A.5.1 se tiene la proposicién siguiente.

Proposicion A.5.1. Dos matrices complejas nxn A y B son semejantes si y sélo si A\ — A
y M — B tienen los mismos divisores elementales.
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A.6. Forma canonica de Jordan

Sea o un nmero complejo. Se llama bloque de Jordan de orden ¢ asociado a « a la matriz
qaxq

a 1 o --- 0
0 « 1 :
Jola):=| -
: a 1
0 - -+ 0 «

. Cuadles son los divisores elementales de J;(a)? El lema que sigue contesta a esta pregunta.
Lema A.6.1. La matriz \I — J,(a) solamente posee el divisor elemental (A — a)9.

DEMOSTRACION. La matriz AI — J,(«) tiene la forma

A—« -1 o --- 0 0
0 A—a —1 0
0 A—a -1
0 0 0 A—«

calculemos el divisor determinantal Dy (A) de orden k de la matriz AI — J,(«). Ante todo,
tenemos:

Dy(A) = |\ = Jy(a)] = (A — )",

Ademas, D,_1()) es el maximo comun divisor ménico de todos los menores de orden ¢ — 1.
Pero, entre estos 1ltimos, se encuentra el menor

A—a -1 0
:(_1)(1717

0 -1 0

0 0O -+ A—a -1

que se ha obtenido eliminando la primera columna y la dltima fila de la matriz A\ — J, ().
Como este menor es igual a £1, D,_1(A) = 1. Denotemos por fi(A),..., fq(A) los factores
invariantes de la matriz AT — J, (o). De las relaciones

Dga(N) = fr(A) -+ fg-1 (M) = 1,
Dg(X) = f1(A) -+ fa-1(N) fo(X) = (A = @),

se infiere que

)= =[fiaN) =1, f(A)=(A—-a)
En consecuencia, Al — J,(«) solamente tiene un divisor elemental, que es igual a (A —a)9. O
Sea A € C"*™. Sean f1(A) | -+ | fn(X) los factores invariantes de A\T—A. Sean A1, ..., A\, €

C los distintos valores propios de A. Entonces es posible factorizar cada factor invariante de
grado distintos de 1 en producto de potencias de la forma

(A— )\i)n” con n;; entero > 0.

Asociado a cada divisor elemental de A (o de AI — A) tenemos el bloque de Jordan J,,,; (\;).
Considerando el Lema A.6.1, la Proposicién A.5.1 y el Teorema A.4.2 se sigue el teorema
siguiente.
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Teorema A.6.1. Sea A € C™"*"™. Supongamos que A1, . .., A, son los distintos valores propios

complejos de A. Sean
A=X)"",  i=1,...m,

COM Mj1 =2 Mg = -+ = Ny, para © = 1,...,u, los divisores elementales de M —A (ode A).
Sea ij(/\i) el bloque de Jordan asociado al divisor elemental ()x — )\i)n”. Sea

Entonces la matriz A es semejante a la matriz

J1 0
Jo

0 Ju

La matriz J se llama la forma candnica (o normal) de Jordan de A. Propiamente, no
hemos definido una aplicacién A — J por lo que no podemos hablar de una forma canénica
en el sentido de la definiciéon que se da en la pagina 1 del Capitulo 1.

Pero de acuerdo con la Observacién 1.1.1 de dicho capitulo, podemos modificar asi la
definicién de forma canénica de Jordan en C™*". Para cada sucesién finita de ntmeros
complejos distintos A := (z1,...,2,) y para cada sucesion finita de particiones de enteros

Q = |:(’I’L11,...,77/151)7...7(nvl,...,nvsv)},

definimos F'(A, Q) como el conjunto de las (s1+- - -+s5,)! matrices n xn diagonales por bloques
formadas por las permutaciones de los bloques de Jordan J,,;(2;) en la matriz diagonal por
bloques J:

J1 0
Jo
J =
0 Ju
siendo
Jnil (Zl) 0
Jniz (ZZ) .
Ji = , t1=1,...,v

Sea P(C™*"™) el conjunto de estos subconjuntos finitos F(A,€). Sea s(A) la caracteristica de
Segré de A y X(A) = (M\1,...,\y) la sucesién de valores propios distintos de A ordenados
de acuerdo con la ordenacién de las particiones de s(A). Véase la pagina 49. Entonces la
aplicacién A — F(3(A),s(A)) es una forma candnica en el sentido de la mencionada Obser-
vacion 1.1.1. Habitualmente se prescinde de este formalismo y se dice que la forma candnica
de Jordan esta determinada salvo permutaciones de los bloques de Jordan.

Matrices nilpotentes

Definicién A.6.1. Se dice que una matriz A € C**" es nilpotente si A¥=0 para cierto
entero k > 0.

Proposicién A.6.1. Una matriz A € C**™ es nilpotente si y sélo si A(A) = {0}.
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DEMOSTRACION. Si existe un entero k& > 0 tal que A*¥ = 0 entonces el polinomio minimo,
ma(A), de A divide a A*; por tanto, ma(A\) = AP, con p < k. Como un ntimero complejo es
valor propio de A si y sélo si es raiz de m4(A), se sigue que A(A) = {0}.

Reciprocamente, si 0 es el tinico valor propio de A, entonces la forma canénica de Jordan,
J, de A es igual a la suma diagonal de bloques de Jordan de la forma J,(0). Como cada uno
de estos bloques es nilpotente, se deduce que J es nilpotente, y, por ende, A es nilpotente. O

A.7. Multiplicacién de matrices de bloques

Con frecuencia es necesario emplear matrices partidas en bloques o submatrices a la hora
de sumar y multiplicar matrices. Véase [41, Section 1.6, p. 16],[28, p. 43].

Las operaciones de matrices partidas se efectian segtin las mismas reglas formales que el
caso de matrices cuyos elementos son ntimeros.

Por ejemplo, supongamos que Aij,flij € C™>" para i = 1,2 j = 1,2,3; entonces la
suma “por bloques” se obtiene sumando los bloques correspondientes. Si

A= (Au Aqo A13) A— (14:111 14:112 {113)
T \Agr Agp Agz)’ T \Agy Ay Ao/’

entonces puede demostrarse trivialmente que

An+An An+An A+ 1‘:113)

A+A=<
Ag1 4+ Agr Aga + Aga Az + Ass

Detengamonos un poco maés en el caso de la multiplicaciéon. Sean A € C™*"™ B € C"*P
matrices partidas de acuerdo con el esquema siguiente:

ny nz - i P p2 Pu
my Ay A oo Ay ny Bii Bis -+ B
ma Axy Agg  -o- Aoy N9 By Biys -+ Bg,
mg Asl AsQ to Ast ng Btl BtQ v Btu

Sabemos que para que se pueda multiplicar A por B es preciso que el niimero de columnas
de A sea igual al nimero de filas de B. Asi ocurre aqui pues dicho ntimero es n = Z;Zl n;
en ambos casos. Para que pueda efectuarse la multiplicacién de A por B “por bloques”,
es necesario ademas que el nimero de columnas de bloques de A sea igual al nimero de
filas de bloques de Bj; en este caso, este nimero es t. Asimismo, las dimensiones verticales
ni,na,...,n; de A deben ser iguales a las dimensiones horizontales de B.

Para cada 1 =1,2,...,s y cada j =1,2,...,u, definimos

t
Cij = Z Aszk]
k=1

Si C' es la matriz de bloques

P1 P2 Pu
my Cnn Ciz - Cuy
ma Co1 Coy -+ Coy
C:= . . . ’
ms Cs1 Cs2 -+ Cgy
entonces puede demostrarse (sic) que
C = AB,

donde el producto AB se efectiia mirando a A y B como matrices de niimeros.
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A.8. Transformaciones elementales por bloques

A veces serd preciso realizar sobre una matriz de bloques transformaciones elementales
sobre sus filas (o columnas) de bloques. Sea A € C™*™ una matriz partida en bloques de la
manera siguiente:

nl n2 PR nt
my Ay A oo Apg
" ma Agr Agg oo Agp |
ms Asl A52 e Ast
siendo las dimensiones del bloque A;;, m; x nj, con¢ =1,...,m, j =1,...,n y siendo

. s . t
m=>;_;mj mn= Zj:l -

Sobre las filas (o columnas) de bloques de A podemos realizar una cualquiera de las
transformaciones elementales por bloques siguientes:

(1) intercambiar el bloque fila i-ésimo por el j-ésimo, 4,5 € {1,...,s};
(2) intercambiar el bloque columna i-ésimo por el j-ésimo, i,5 € {1,...,t};

(3) premultiplicar todos los elementos del bloque fila i-ésimo por una matriz invertible
Q € CmiXmi.

(4) postmultiplicar todos los elementos del bloque columna j-ésimo por una matriz inver-
tible Q € C™s %73

(5) sumar al bloque fila i-ésimo el bloque fila j-ésimo premultiplicado por una matriz
cualquiera C € C™i*™i;

(6) sumar al bloque columna i-ésimo el bloque columna j-ésimo postmultiplicado por cual-
quier matriz C' € C™i <",

Observacion A.8.1. Es de notar que cada transfomacion elemental por bloques equivale a
hacer varias transfomaciones elementales simultaneas de las consideradas en la Seccién A.1.

El resultado de estas manipulaciones de los bloques fila puede obtenerse también de otro
modo: premultiplicando la matriz A por cierto tipo de matrices elementales por bloques: Lo
mismo acontece para las transformaciones elementales de los bloques columna, postmultipli-
cando la matriz A por una matriz elemental por bloques. A saber, realizar la transformacién
(1) equivale a premultiplicar A por la matriz de permutacién (ver definicién en la pagina 167)

P((:;;Jl' )... me) obtenida partiendo la matriz identidad de orden m en bloques con bloques dia-
gonales my X my, k =1,...,s, e intercambiando los bloques fila i-ésimo y j-ésimo entre si.

Es decir, suponiendo que ¢ < j,

I,

(4.9) —
P(ml,...,ms) T

Iy,

s

Realizar la transformacion (3) equivale a premultiplicar la matriz A por la matriz H ((:7)“ o )(Q)

obtenida partiendo la matriz identidad de orden m en bloques con bloques diagonales my, x
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my, k=1,...,s, y sustituyendo el bloque diagonal I,,,, por la matriz Q. Esto es,
I,
H((;:'?le---yms)(Q) = Q
I,
La transformacion (5) equivale a premultiplicar la matriz A por una matriz E((:njl) ) ()

obtenida partiendo la matriz identidad de orden m en bloques con bloques diagonales my x
mg, k=1,...,8, vy en la que el bloque 0 que ocupa la posicién (i, 5) se ha sustituido por la
matriz C. Es decir, suponiendo que i < 7,

L,

1

EGD (0) =

(m1,...,ms)

L,

s

con C € Cmixmi,
Andlogamente para las transformaciones (2), (4) y (6), por columnas, el resultado de la
manipulacién sobre A equivale a postmultiplicar A por una de las matrices de los tipos

I,
0 I,
(4,5) — . .
Q(nl,.“,nt) T . N }
I, 0
I’rlt
I,
HG (@)= Q
(nlv"'rnt) :
I,
y
I,
I,
(4,9) ,_ .
(nl,...,nt)(C) T :
c L,
Inf,

con C' € C"*™ respectivamente.
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Llamaremos a estas matrices

PED e oo @: EGD (),

(m1,...,ms)’ (m (m1,...,ms

QD e HEL 0@ vy UL (©),
matrices elementales por blogues. Es evidente que los determinantes de estas matrices son
iguales a +1; excepto los de H((:r)m_“’ms)(Q) y H((:L)h_l.’nt)(Q), que son iguales a det ). Por
tanto al realizar transformaciones elementales por bloques sobre bloques fila (o columna) de
una matriz A se obtienen matrices B equivalentes a ella; es decir, que A y B tienen el mismo
rango.



Apéndice B
Digrafos y permutaciones

Vamos a dar en este apéndice las primeras definiciones sobre digrafos y la interpretacién
del determinante de una matriz cuadrada en términos de los ciclos de su digrafo ponderado
(Cauchy, Coates). Para ello es preciso utilizar la descomposicién de una permutacién en
producto de permutaciones-ciclo; lo que también revisamos para facilidad del lector.

B.1. Digrafos

La terminologia sobre grafos no esta estandarizada y varia més de lo que seria de desear
de unos autores a otros. Hasta donde llega nuestra experiencia sobre este tema, nos induce
a leer con cuidado las definiciones de cada autor. En la literatura, muchos conceptos no son
siquiera definidos y se debe apelar a su significado intuitivo. Nuestras definiciones persiguen
la claridad formal, conscientes del sacrificio intuitivo del tema; éste aspecto lo fiamos a las
figuras que insertamos.

Un digrafo (grafo dirigido u orientado) D es un par (V, E) donde V es un conjunto finito
de elementos llamados vértices (puntos o nodos)y E es un subconjunto de V' x V. Todo par
ordenado (a,b) € E se llama arco del digrafo D. Nétese que un digrafo puede contener tanto
los arcos (a,b) y (b,a) con a y b vértices distintos como arcos de la forma (a, a); éstos dltimos
arcos se denominan lazos . Los vértices a y b de un arco « = (a,b) se llaman extremos del
arco a. Ademas, a es el vértice inicial u origen y b es el vértice final de «. El ntimero de
arcos que salen de un vértice es el grado saliente del vértice. El ntimero de arcos que entran
en un vértice es el grado entrante del vértice. Convenimos que un lazo en un vértice aporta
una unidad al grado saliente y también una unidad al grado entrante. Se dice que el arco
(a,b) es incidente con los vértices a y b.

Un subdigrafo del digrafo D = (V| E) es un digrafo D; = (V1,FE;) tal que V4 C V' y
E; C E. Se dice que el subdigrafo D; es un subdigrafo generador de D si D; tiene el mismo
conjunto de vértices que D, es decir, si V1 = V.

Un paseo de D es una secuencia finita de vértices w = (vg, v1, ..., vp) tal que (v;_1,v;) € E
para i = 1,2 ....py p > 0. El ntmero p es la longitud del paseo w. Este niimero coincide
con el nimero de arcos

(vo, v1), (v, v2), - -, (Vp—1,Vp)

del paseo w; contando los arcos cuantas veces se pase por ellos para ir desde el vértice vy al
vértice vp.

Ejemplo B.1.1. Consideremos el digrafo D representado por la figura B.1.
Aqui D= (V,E) con V ={1,2,3,4,5,6} y
E={(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,5),(3,6), (4,2), (4,4), (5,2),(6,3) }.

El paseo wy = (1,2, 3,6) tiene longitud 3 y wy = (1,2,2,1,2) es un paseo de longitud 4.

159
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®

(3

f’\
S ©
Figura B.1: Digrafo D.
Un camino de D es un paseo w = (vg,v1,...,Vp) que tiene todos los vértices distintos.
Un ciclo de D es un paseo w = (vg, v1,...,p) con los vértices vo,v1,...,v,—1 distintos y

vo = vp. En particular, los lazos (a,a) son ciclos. Tenemos la clasificacién siguiente de los
paseos:

caminos,
ciclos,
paseos
paseos w = (vg,V1,...,Up)
con repeticiones en vg,v1,...,Vp—1 y/0 €n U1, ..., Up_1, Up.

Un digrafo se llama aciclico sino tiene ciclos. En el digrafo anterior el paseo C' = (2, 3,5,2)
es un ciclo (figura B.2) y el paseo P = (1,2,3,5) es un camino (figura B.3) . El nimero de
vértices distintos de un camino P o de un ciclo C serd denotado por | P| o |C|, respectivamente.
Asi, en el ejemplo tltimo, |P| = 4 y |C| = 3. También |P| = longitud de P + 1, |C| =
longitud de C. La notacién | X| indica el cardinal de un conjunto finito X. Aqui se comete
un ligero abuso de notaciéon pues P y C' no son conjuntos.

Figura B.2: Ciclo C = (2,3,5,2).

O SO0

®

Figura B.3: Camino P = (1,2,3,5).

Una familia de ciclos de un digrafo D es un subdigrafo h de D que en cada uno de sus
vértices el grado saliente y el grado entrante son iguales a uno. Otra forma mas intuitiva de
expresar esto es decir que una familia de ciclos de D es un subdigrafo h de D que es “unién”
de ciclos “disjuntos” dos a dos. Dos ciclos

01:(u05u17"'7up71,up) y 02:(U07U1a"'7vq717vq)

se llaman “disjuntos” si sus conjuntos de vértices respectivos {ug, u1, ..., up—1}y {v0,v1, ..., Vg—1}
son disjuntos. La figura B.4 muestra una familia de ciclos del digrafo de la figura B.1.

La longitud de una familia de ciclos h es el nimero de vértices de h; es, por tanto, igual
a la suma de las longitudes de los ciclos que la componen.
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O~l—") )

f_\
Co ©
Figura B.4: Familia de ciclos de D.

Una familia de ciclos generadora h del digrafo D = (V, E) es una familia de ciclos h de
D que es un subdigrafo generador de D. Es decir, tal que h y D tienen el mismo conjunto
de vértices: V. La longitud de una familia ciclos generadora es igual a |V|. Otra manera de
definir las familias generadoras de ciclos de D es la siguiente:

Una familia de ciclos generadora h del digrafo D es un subdigrafo generador de D que
es “unién” de ciclos “disjuntos” dos a dos (los lazos (a,a) son ciclos). Una familia de ciclos
generadora de D se llama también un 1-factor de D. El digrafo de la figura B.1 no tiene
familias de ciclos generadoras. Anadiendo el arco (5,6) a este digrafo obtenemos el digrafo
D (figura B.5)

N\

Figura B.5: Digrafo D.

Una familia de ciclos generadora de D viene dada en la figura B.6.

O~ ®

(Y o
Ca o ®
Figura B.6: Familia de ciclos generadora de D.

Un digrafo ponderado es una terna (V, E,p) enlaque D = (V, E) esun digrafoy p: E — R
es una aplicacién de E en un anillo conmutativo R, que asocia a cada arco (a, 8) € F su peso

p((a.B)).

Se llama peso del digrafo ponderado D, a
f0)y= 11 »((«8).
(a,B)EE
Necesitaremos también definir la nocién de subdigrafo de un digrafo ponderado. Se llama
subdigrafo ponderado o subdigrafo, a secas, de un digrafo ponderado G = (V, E,p) a todo
digrafo G1 = (V1, E1,p1) talque Vi CV,E; C Ey p; = p|E1 (restriccion de p a Ey).
B.2. Permutaciones

Definicién B.2.1. Sea E un conjunto finito de n elementos

E= {a17a27"'aan}'
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Llamaremos permutacion de E a cualquier aplicacién inyectiva
c:EF— FE.

Como el subconjunto
{o(a1),0(az),...,0(an)}

de FE tiene n elementos, se sigue que o es suprayectiva y, por lo tanto, biyectiva. Es sabido
que el conjunto S(E) de permutaciones de E es un grupo con la operacién

oo’ :=000', Vo,0 € S(E)

de composicién de aplicaciones de E en E; es decir, que oo’ es la aplicaciéon de E en E que
envia z € E a o(o'(x)).
Por definicién, para cualquier permutaciéon o, tenemos

lo =id,

ool =idyo~
donde id es la permutacién identidad, esto es, la permutacién tal que id(x) = x para todo
reFE.

Si o109 son permutaciones de E, entonces la inversa de la permutacion

0109

es la permutacion
-1_—1

0y 07 .
Esto se ve trivialmente por calculo directo.
Es conocido que el orden del grupo S(FE), o cardinal de S(FE), es igual a n!
Muchas veces una permutaciéon o de E se denota por

a1 ao e an
g =
Oa; Oay *°° Oay,
donde o,, :=0(a;), i=1,2,...,n. Otra notacién utilizada para la permutacién o es
o= (aal,aaz,...,aan).

Por ejemplo, la permutacién o de {1,2,3,4}, dada por
o(1)=3, 0(2) =2, 0(3) =1, o(4) =4,

puede escribirse como

1 2 3 4\, (2 3 1 4\,
(3 2 1 4>°<2 13 4>°<3’2’1’4)'

Si el cardinal de E, | E|, es mayor o igual que 3, entonces el grupo S(E) no es conmutativo;
pues supongamos que p,q € S(FE) dejan invariantes todos los elementos de E \ {a1,az,a3} y
que

_ (a1 ax az ag - an) _ (a1 az az ag - an>
as as ai Qg -+ ap/)’ as a1 az Qg -+ ap/)
Entonces

ay; a as Aag - Ay

bq =
az a2 a1 Q4 -+ Ap
a1 a2 a3 Q4 - QAp

qap = ( ,
ap az az a4 -+ Qn

luego pq # qp.
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Definicién B.2.2. Una transposicion de E es una permutacién 7 de E' que intercambia dos
elementos de E y deja fijos los demas. Es decir, que existen a,b € F, a,b distintos, tales que

7(a) =0, 7(b) = a, y 7(x) =z para todo x € F \ {a,b}.
Llamaremos J,, := {1,2,...,n} y S, al grupo de las permutaciones de J,,.

Definicién B.2.3. Diremos que una permutacién w de E opera sobre un subconjunto P de
E si deja fijo cada elemento de E ~\ P; es decir, si

para cada x € EN P, w(x)=ux;

lo que implica que para todo y € P, w(y) € P, ya que 7 es inyectiva. Obsérvese que esto
no implica que para cada y € P, se tenga que 7(y) # y.

Proposiciéon B.2.1. Si las permutaciones w1 y o operan respectivamente sobre los subcon-
juntos disjuntos Py y Py de E, entonces

1T = T .

DEMOSTRACION. Denotemos por X¢ el conjunto complementario de un subconjunto X de
E, esto es, X¢:= E ~ X. Se tiene que

E=P UP,U (P UP)".

Dado cualquier z € E, o bien x € Py, 6 € Po, 6 © € (P U P)¢, y s6lo puede darse para
cada x una de estas tres posibilidades.
Si z € Py, entonces ma(x) = x; por lo tanto myma(x) = m1(2); ademds, mom (z) = m(z)
pues 71 (x) € P;. Luego
7T1’/T2(£B) = 7T27T1(£L’).

Si & € Ps, entonces mma(z) = m2(x) pues ma(x) € Py; por otra parte, momi(x) = ma(x)
pues m1(z) = x ya que x ¢ P;. Luego

mma(x) = mom ().

Sixz € (PLUDP,)¢ entonces x ¢ Py y x ¢ P,. De x ¢ P se sigue que myma(x) = m(z) y
de x ¢ P; se deduce que 71 (z) = x. Por estas mismas razones, mom (z) = ma(z) = x. Luego
mima(x) = mom ().

Asi pues, queda probado que
1T = TT27].
]

En general, si w; opera sobre P;, donde P; C E, para cada i = 1,...,k y para todos
i,5,1 # j, PiNP; =g, entonces

QT - - T = 7T7;17Ti2 '.'Trik7

(1 2 .- k:)
iv de - ik

una permutacion cualquiera de {1,2,...,k}.
Si«:J, — J, es cualquier aplicaciéon de J,, en si mismo, definimos

W)= [I [eG)-a).

1<i<jsn

stendo
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Sea ¢ una permutacién de J,; como o es biyectiva
i<j=060(i)<a(j), 6o(i)>a(jh);

en el segundo caso diremos que los elementos o (i) y o(j) presentan una inversién. Denotemos
por I(o) el conjunto
{(i,7) € Jn x Jn | i < g, 0(i) > 0(4)},

y consideremos el producto
Vo= I G-

1<i<j<n
es decir, V;, = W(id), siendo id la aplicacién identidad de J,,. Este producto también se
puede expresar con méas detalle de esta manera

Vi=02-1[3-1)B=2)]-[n=-1)n=2)--(n—(n-1)]

El nimero V,, es un entero positivo.
Consideremos

1<i<j<n

Como o es una biyeccién, cada factor de V,, se encuentra presente en el producto W (o) una
vez y sOlo una vez, salvo quizas el signo, y se ve que

Wio) = (1",
se define una aplicacién € de S,, en {1,—1}
e(o) = (-1

y se llama a (o) la signatura de la permutacion o. Es decir, la signatura de o es igual a (—1)
elevado al nimero de inversiones de 0. Si (o) = 1 se dice que ¢ es una permutacién par . Si
g(o) = —1 se dice que o es una permutacion impar. La signatura de la identidad id es igual
al.

De la definicién de €(o) se deduce que

Consideremos a continuacién dos permutaciones o1 y o9 de J,; busquemos la signatura
del producto o105. Tenemos que

W(nos) = [[ o1 (020) = o1 (02(0)]

=eo) [I [020) = 02()] = e(o1)e(02) Vi

Pero

Por consiguiente,
5(0’10’2) = 8(01)5(02). (Bl)

Veamos cudl es la signatura de cualquier transposicion T de J,. Para ello, trataremos
de caracterizar los elementos del conjunto de inversiones de 7, (7). Supongamos que «, 3 €
Jn, a < By que 7 intercambia los nimeros a y 8 y deja fijos los restantes elementos de J,.
Representemos esta situacion asi
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o mas detalladamente

7':(1 o a—1 [a] a+1--- g-1 n)

1 cee a_l ﬁ a_|_1. 5_1 « NP n
Los elementos de I(7) son los pares siguientes

(a,a+ 1), (,a+2),...,(a, = 1), (e, B),

(a+1,8),(a+2,8),...,(8—1,05).
En la primera de estas dos lineas hay 8 — a pares y en la segunda hay 8 — 1 — « pares, luego
[(T)] =2(8—a)—1,
que es un nimero impar. En consecuencia,
g(r) = -1

Sea E un conjunto cualquiera de n elementos. Una permutacién ¢ de F se llamara per-
mutacion-ciclo o permutacion ciclica si existen un entero p (1 < p < n) y p elementos
ai,az,...,ap—1,ap de E tales que

clar) = ag, claz) = as, ..., clap—1) = ayp,
clap) = a1
y ¢ deja fijos los elementos de Ex{aq,as, ..., ap_1, ap}. Llamando ayy1, . . ., a, alos elementos

de este ultimo conjunto, se puede denotar a la permutacion-ciclo ¢ por

o= <a1 ao e ap—l ap ap+1 N an)
as as S ap a1 ap+1 e (o5
0 mas simplemente
c=(ai,as,...,ap);

esta dltima notacién nos indica que cada elemento de E' que no figura en ella es dejado fijo por
¢, cada uno de los elementos que figuran, salvo a,, tiene por imagen mediante c al siguiente
y ap es la imagen de a,. Vemos que

C2 _ (al as e a’pfl ap ap+1 “en an)
as a4 . e aq a9 ap+1 e Qn
y para 1 < k < p,
ck _ ( aq a9 cee ap—l ap ap+1 e an>
Ak+1 Ag42 -+ Ag—1 Ak Gpy1 -+ Gp
y
cp . (al a9 e apfl ap ap+1 e an) B Zd
- - K
a1 a9 e aipfl ap ap+1 “e Qn

donde id designa la permutacion idéntica o identidad de E. Por consiguiente, si p > 2,cP =
id y p es el menor entero h > 0 tal que c" = id. Por lo cual, la permutacion-ciclo ¢ =
(a1, a2,...,ap) que opera sobre p elementos de un conjunto E es un elemento de orden p del
grupo de permutaciones S(E).

Se llama longitud de la permutacién-ciclo

c=(a,as,...,ap)
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al nimero p. Asi pues, el orden de ¢ es igual a la longitud de c¢. Una transposicién 7 de
E que intercambia los elementos distintos a,b de E es igual al ciclo (a,b), de orden 2. La
permutacién idéntica id es una permutacién-ciclo de orden 1 (por otra parte, id es la inica
permutacién-ciclo de orden 1). Es posible escribir

id = (a)

para todo a € E; es decir para cada a € F, id es la permutacién-ciclo que opera sobre {a}.
De acuerdo con la Proposicién B.2.1, dos permutaciones-ciclo ¢; y ¢, que operen sobre
dos subconjuntos disjuntos de E, conmutan:

C1C2 = C2C7.

Descomposicion de una permutacién en producto de permutaciones-ciclo

Sea ¢ una permutacion de un conjunto E de n elementos. Si o # id, existe algin elemento
a1 € F tal que o(a1) # ap; llamemos ag := o(a1), ag := o(az) y sea ¢; el primer indice tal
que

o(ag,) € {a1,aa,... a4}
Entonces se tiene que o(ag, ) = a1; en efecto, si fuera o(ay, ) = a;, con 1 < i < ¢4, se tendria
que
J(afl) = J(aifl)v

lo que es imposible pues ay, y a;—1 son distintos y o es una aplicacién inyectiva. Por con-
siguiente, los valores de la permutacién-ciclo ¢; = (a1, as,...,as) y de o coinciden en cada
elemento del subconjunto {a,as,...,as } de E.

Designemos por as, +1 a un elemento de

E~{a1,a9,...,a0};
hallando los transformados sucesivos ag, o2 := o(ag, +1), @ +3 := o(ae 4+2), ... obtenemos
una nueva permutacién-ciclo
C2 = <a£1+1a ag; 42, - - - 7a£1+Z2)~

Como E es un conjunto finito, al cabo de un ntmero finito de repeticiones de este proceso
habremos agotado E. De esta manera habremos definido una particiéon
P1 = {al, as, ... ,agl}, P2 = {agl_;,_l, Ag 42y ,agl_;,_gQ}, ey
P =A{ap bt 415 -5 gty 00}

de E tal que los valores de o y de la permutacién-ciclo que opera sobre P; coinciden en cada
elemento de P; (j =1,...,k). Hemos probado, pues, la proposicién siguiente.

Proposicion B.2.2. Toda permutacion de un conjunto de n elementos es descomponible
en producto de permutaciones-ciclo cuya suma de ordenes es n. Esta factorizacion es dnica
salvo el orden de las permutaciones-ciclo, que conmutan a pares.

Ejemplo B.2.1.

(123456)7(123456)(123456)
215 46 3 ~ \213456/\1 2546 3
<123456>
1 2 3 4 5 6

= (2,1)(5,6,3)(4) = (2,1)(5,6,3),

pues (4) = id. Los conjuntos P, = {2,1}, P, = {5,6,3}, P; = {4} constituyen una particién
de {1,2,3,4,5,6}. Los 6rdenes de las permutaciones-ciclo (2,1),(5,6,3) y (4) son 2,3 y 1,
que suman 6.
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Observacion B.2.1. Toda permutacién-ciclo de orden 1 es idéntica a id. Pero en la descom-
posicién anterior es preciso contar todas las permutaciones-ciclo de orden 1 si se quiere que
la suma de érdenes de las permutaciones-ciclo sea igual a n.

Por otro lado, toda permutacién-ciclo es descomponible en producto de transposiciones;
en efecto:

(a1,a2,...,ap) = (ap—1,ap) - - - (az, ap)(a1, ap). (B.2)

(Atencion: Es preciso comenzar a aplicar los productos por la derecha).

Ejemplo B.2.2.
(1 2 3 4) _ <1 2 3 4) (1 2 3 4) (1 2 3 4).
2 3 4 1) \4 2 3 1/J\3 2 1 4/\2 1 3 4)°

(2,3,4,1) = (4,1)(3,1)(2,1).

es decir,

Pero en este caso, dos cualesquiera de las transposiciones

(apflv ap)? s (a27ap)ﬂ (G'l?a’p)

no conmutan en general. La Proposicién B.2.2 y (B.2) nos permiten deducir la proposicién
que sigue.

Proposiciéon B.2.3. Toda permutacion de un conjunto finito es descomponible en producto
de transposiciones.

Pero, en general, esta descomposicién no es tnica.
. Cuadl es la signatura de una permutacién-ciclo? De las férmulas (B.1) y (B.2) deducimos
que si ¢ es la permutacién-ciclo ¢ = (a1, az, ..., ap), entonces

e(c) = (1), (B.3)

pues la signatura de cada transposicion es —1.

Digrafo permutacion

Sea ¢ una permutacién de {1,2,...,n}. El digrafo de la permutacién o es el digrafo
D(o) cuyo conjunto de vértices es {1,2,...,n} y cuyo conjunto de arcos es {(i,0(i)) | i =
1,...,n}. Los ciclos de D(o) corresponden a las permutaciones-ciclo en las que se factoriza

o; en particular, los lazos (4,4) corresponden a los puntos fijos i de la permutacién o. Asi,
a la permutaciéon o del Ejemplo B.2.1 le corresponde el digrafo D(c) igual al digrafo de la
figura B.6 de la pédgina 161.

Observamos que un digrafo D cuyo conjunto de vértices es {1,...,n} es el digrafo de
alguna permutacién o € S, si y s6lo si D es una familia de ciclos generadora de D.

En general, si D = (V, E) es un digrafo con V = {1,2,...,n}, toda familia de ciclos h =
(V1, E71) de D se puede poner en correspondencia biunivoca con el digrafo de la permutacion
o1 de Vi dada por el producto de las permutaciones-ciclo asociadas a los ciclos de h. La
longitud de h es igual al cardinal de V;. Por ejemplo, la familia de ciclos de la figura B.4 de
la pagina 161 se corresponde con el digrafo de la permutacién oy de {1,2,3,4,6} dada por

o1 =(1,2)(3,6)(4).

Matrices de permutaciéon
Una matriz n x n P = (p;;) se llama matriz de permutacion si sus elementos son todos
cero excepto los de una diagonal

(pa(l),lapo(Q),Qv cee apa(n),n)
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que son todos iguales a uno. Es decir, que P tiene todos sus elementos iguales a cero excepto
un elemento en cada fila y columna igual a uno. Por ejemplo, la matriz

01 00
10 0 0
P= 0 0 01
0 010

es una matriz de permutacién de orden 4. Es claro que hay tantas matrices de permutacién de
orden n como permutaciones o de {1,...,n}, es decir, que hay n! matrices de permutacion.
Es facil ver que la inversa de una matriz de permutacién P es su matriz transpuesta PT.
Por lo tanto, si sobre una matriz cuadrada A € C™*™ permutamos sus filas y a continuacién
permutamos de igual manera sus columnas, se obtiene una matriz A que es semejante a A.

B.3. Digrafos y determinantes

Hay cuatro maneras de asociar un digrafo ponderado a una matriz cuadrada A = (a;;) €
R*" - giendo R un anillo conmutativo. Véase [52, pags.241-246]. De estas cuatro maneras
elegimos la de Coates (1959). Aunque se atribuye a este autor, esta manera se puede rastrear
hasta Cuachy (1812 y 1815) y Jacobi (1841). El digrafo ponderado de Coates G(A) de A se
define asi: el conjunto de vértices es {1,2,...,n}, el par (j,7) es un arco de G(A) si a;; # 0
(jnétese la inversién de los subindices!), y el peso del arco (7,17) es el elemento a;; de R.

Ejemplo B.3.1. Supongamos que todos los elementos a;; que aparecen en la siguiente matriz
son distintos de 0.

a1 ai12 0 0 0 0
a22 0 azq4  ags 0
0 as2 0 0 0 ase
A= Q41 0 0 Q44 0 0
0 0 ass 0 0 0
0 0 ap3 0 ags | aee

Entonces el digrafo ponderado de Coates de A viene dado por la figura B.7.

az2

Figura B.7: Digrafo ponderado de Coates de A.

Este digrafo tiene cuatro familias de ciclos generadoras h; asociadas respectivamente a
las permutaciones o; de {1,2,3,4,5,6}, ¢ =1,2,3,4. Detallamos estas familias en las cuatro
figuras siguientes B.8, B.9, B.10, B.11.
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an C@ 432

[‘\

aq4 \4@ @Q aee

Figura B.8: Familia de ciclos generadora h;.

O~ )

as3
ase

aus (@ i ®

Figura B.10: Familia de ciclos generadora hs.

O
an (C@ @ @

ass
ase

as (@ B ®

Figura B.11: Familia de ciclos generadora hy.

La tabla B.1 nos indica las permutaciones a las que estan asociadas estas cuatro familias
de ciclos generadoras

Familia Permutacién
hy o1 = (1)(27 3, 5)(4)(6)
ho oo = (1,4,2)(3,5,6)
hs 03 = (1,2)(3,5,6)(4)
h4 04 = (1)(2)(3’ 55 6)(4)

Cuadro B.1: Familias de ciclos y sus permutaciones.

Sea Y = (y;;) una matriz cuadrada de orden n con elementos en un anillo conmutativo
cualquiera R. Se llama diagonal de Y a todo vector de R™ de la forma

(%(1),1, Yo(2),25 - -+ 7yt7(n),n)



170 APENDICE B. DIGRAFOS Y PERMUTACIONES

donde o es una permutacién de {1,2,...,n}. Es decir, una diagonal de Y se obtiene eligiendo
n elementos de la matriz de manera que no haya dos en la misma fila o columna. La diagonal
principal de Y,

(ylla Y22, ... 7ynn)

corresponde a la permutacién idéntica id.

Dada una matriz A = (a;;) € R™*", las diagonales de A formadas por n elementos
distintos de cero se corresponden biunivocamente con las familias de ciclos generadoras del
digrafo (ponderado) de Coates de A. Asi pues, las diagonales con todas sus componentes no
nulas de la matriz A del Ejemplo B.3.1 de la pagina 168 vienen dadas en la tabla B.2. En
particular, la diagonal senalada con recuadros en la matriz A corresponde a la familia hs.

Familia Permutaciéon Diagonal Figura
hl g1 = (1)(2,3,5)(4)(6) (au,agg,a53,a44,a25,a66) B.8
h,Q g9 = (1,4, 2)(3,5,6) (a41,a12,a53,a24,a65,a36) B9
hg g3 = (1,2)(3,5,6)(4) (agl,alg,a53,a44,a65,a36) B.10
h,4 04 = (1)(2)(3,5,6)(4) (all,agg,a53,a44,a65,a36) B.11

Cuadro B.2: Diagonales de A y sus familias de ciclos.

Por lo tanto, el determinante de la matriz A del Ejemplo B.3.1 es igual a la suma de los
cuatro productos

£(03) Ag,(1),100,(2),2 " Aoy(6),60 1 = 1,2,3,4,

asociados a las cuatro familias de ciclos generadoras; es decir, es igual a

E(Ui) f(hi)u

siendo f(h;) el peso del digrafo h;, i = 1,2,3,4. Este es un hecho general, que pasamos
a demostrar en el teorema que sigue. El cual nos da una interpretacién combinatoria del
determinante de una matriz en términos de los ciclos de su digrafo ponderado de Coates.

Teorema B.3.1. Sean R un anillo conmutativo y A € R™"*™. Sea G(A) el digrafo ponderado

de Coates de A. Entonces
det A= 37 (1)) (),

heH

donde H es el conjunto de las familias de ciclos generadoras de G(A), f(h) es el peso del
subdigrafo h de G(A) y d(h) es el nimero de ciclos “disjuntos” de h (incluidos los lazos).

DEMOSTRACION. Si ¢ = (i1, 42, .. .,1p) es una permutacién-ciclo de {1, ...,n}, entonces e(c) =
(—1)P~1, siendo e(o) la signatura de la permutacién o. Véase (B.3) de la pagina 167. Por la
definicién de determinante

det A= " £(0)ao(1)100(2)2 "~ on) s
Uesn

donde S, es el grupo de las permutaciones de {1,...,n}.

Sea o € S, ysea o = cica - - - ¢ la factorizacién candnica de la permutacién o en producto
de permutaciones-ciclo, dada por la Proposicién B.2.2 de la pagina 166. Supongamos que ¢;
es la longitud (u orden) de ¢; ¢ = 1,..., k. En la factorizacién anterior, cada punto fijo j de
o aporta una permutacién (j) de longitud 1; asi, algunos de los ¢; pueden ser iguales a 1.
Entonces,

e(o) =
e(er)e(ea) - --e(e) = (=D)aH(=1) b ()41 =
(_1)£1+€2+~'+Ek(_1)7k _ (_1)n(_1)fk _ (_1)n7k:'
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Por lo tanto,

det A =
Z (_1)n_ka0'(1),1a0(2),2 Qo (n)n
0ES,
D=0 f(hy;
heH

pues si h = ({1,...,n},{(i,0(i)) : i=1,...,n}), se sigue que
f(h) = ag(1),100(2),2 " * Ao (n)n>

ya que
p((i,a(i))) =y i=1,2...n

O
En principio, |H| < |Sn| = n! En el Ejemplo B.3.1, |H| = 4, que es menor que 24=4!
B.4. Ejercicios
Ejercicio B.1. Demostrar que si o es una permutaciéon de 1,2, ..., ny sie(o) es su signatura,
entonces
1 1 1 1 1 1
o(l (2 o(n 1 n
a(1)? a(2)? o(n)? | _ e(o) 12 22 n?
0.(1)n—1 0.(2)n—1 . U(n)n—l 1n—1 2n—1 . nn—l

Deducir de aqui otra demostracién de que para todas 01,09 € Sy,
5(0’102) = 5(01)5(02).

Ejercicio B.2. ;Son ciertas las proposiciones analogas a las Proposiciones B.2.1, B.2.2 y
B.2.3 para las biyecciones de un conjunto infinito sobre si mismo?
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Apéndice C
Topologia

Vamos a resefiar aqui ciertas nociones necesarias para seguir méas facilmente el texto.

C.1. Adherencia, interior, exterior y frontera

Sea E un espacio topolégico y A un subconjunto de E. Se llama interior de A al mayor
conjunto abierto contenido en A, o a la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en
A, y se denota por A, o Int(A). A los puntos de A se les llama puntos interiores de A. Si A°
denota el conjunto complementario de A, respecto de F, al conjunto interior de A€ se llama
exterior de A y se denota por Ext(A); asi pues,

o

Ext(A) := A°,

Los puntos de Ext(A) son los puntos exteriores a A. Se llama adherencia o clausura de A
al minimo conjunto cerrado que contiene a A, o a la interseccién de todos los cerrados que
contienen a A, y se denota por A. Los puntos de A se llaman puntos adherentes a A. Por lo
tanto, en todo entorno de un punto adherente a A existen puntos de A. Un punto p se llama
punto de acumulacién de A si en todo entorno de p existen puntos de A, distintos de p. Asi
pues, un punto es adherente a A si y sélo si es punto de A o es punto de acumulacién de A
(o ambas cosas a la vez). El conjunto de puntos de acumulacién de A se llama el conjunto
derivado de Ay se designa por A’. Un punto frontera de A es aquel que en todo entorno suyo
hay puntos de A y puntos de A¢. Se llama frontera de A al conjunto de puntos frontera de
Ay lo denotaremos por Fr(A4) o 9(A); por consiguiente,

Fr(A) = AN 4°,

De donde deducimos que la frontera de un conjunto es la misma que la frontera de su conjunto
complementario; es decir, Fr(A) = Fr(A¢).

Proposicién C.1.1 (Dualidad entre la clausura y el interior).
(A)" =27, A" =2
DEMOSTRACION. Por definicién
A=
il
donde (£2;);es designa la familia de todos los abiertos contenidos en A; por consiguiente
(4) =
iel

173
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siendo (§25);es la familia de cerrados que contienen a A°; esta interseccién es, por tanto, su
clausura:

()" =7°.
La férmula i
A= ac
se deduce de la precedente reemplazando A por A°. O

La adherencia tiene las propiedades:

La propiedad andloga a la tltima, A N B = ANDB para la interseccién, no es necesariamente
cierta. Solo es cierta la relacién de contenido

ANBcCANB.

En efecto si consideramos la recta real R con la topologia ordinaria como el espacio topoldgico
E, y A es el conjunto de los nimeros racionales y B es el de los irracionales, se tiene que
A=R, B=R,pero ANB=¢;dedonde ANB=¢gy ANB =R.

Las propiedades del interior son las siguientes:

E—E AcA A=A AnB=AnB.

Con el mismo ejemplo de los nimeros racionales e irracionales, se tiene que A= (A,B =g,
pero AU B =Ry, por lo tanto, el contenido en la inclusién

AUB c AUB
puede ser estricto.

Proposicién C.1.2. Para todo subconjunto A de E, se tiene que Fr(A) = A\ A.

DEMOSTRACION. Se tienen las relaciones
Fr(A) = AN Ac, y Ac = (/i)c, de donde Fr(A) = AN (A)C ,

que no es otra cosa que la relacién buscada. O

Corolario 1. Para todo subconjunto cerrado C' de E, se tienen las equivalencias:
(C =Fr(C)) < (C = ¢) < (C° = E).

Para todo subconjunto A del espacio E se tiene la siguiente particién de F en conjuntos
dos a dos disjuntos:

E = AUFr(A) UExt(A), (C.1)
donde U significa “unién disjunta”. Ademas, A = A U Fr(A). Los conjuntos A y Ext(A) son
abiertos, y Fr(A) es cerrado.

C.2. Conjuntos diseminados

Definicién C.2.1. Sea A un subconjunto de E. Se dice que A es denso si A = E. Se dice
que A es diseminado (o ralo) si el interior de A es vacio. Con simbolos A se dice diseminado

si A = ¢. En inglés a un conjunto diseminado se le llama “nowhere dense”.
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Es facil demostrar que A es diseminado si y sélo si A° es denso, i.e. A = E. Esto
es equivalente a probar que todo abierto no vacio U tiene una interseccién no vacia con
A°. Asimismo, la unién de un ndmero finito de conjuntos diseminados es diseminado. Para
demostrarlo es suficiente demostrar el lema siguiente.

Lema C.2.1. 57 A y B son conjuntos diseminados de un espacio topoldégico E, entonces el
conjunto AU B es diseminado.

DEMOSTRACION. Basta demostrar el Lema para el caso en que los conjuntos diseminados
sean cerrados. En efecto, en el caso general, AUB = AU B. Como A y B son cerrados y
diseminados, por lo que ya estarfa demostrado, su unién, A U B, es diseminado. Pero esto

implica que AU B = ¢. Pero AU B = AU B; por lo tanto, AU B = ¢. Es decir,el conjunto
AU B es diseminado.

Supongamos ahora que A y B son conjuntos cerrados y diseminados. Esto equivale a que
para todo abierto U la interseccién U N A° es no vacia. Como U N A€ es un abierto no vacio
y B¢ es denso, se tiene que

(UNAYNB°=UN(A°NB°) # ¢.

Mas, A¢N B¢ = (AU B)*. Por consiguiente, (A U B)® es denso, y, como AU B = (AU B)¢,
se tiene que AU B es diseminado. O

La frontera de todo conjunto abierto es diseminada. De esto trata la proposicién siguiente,
cuya demostracién hemos tomado prestada de [56].

Proposicién C.2.1. Si A es un conjunto abierto de un espacio topoldgico E, entonces su
frontera Fr(A) es un conjunto diseminado.

DEMOSTRACION. Sea B := Fr(A). Ya que B = AN A¢, B es cerrado; por consiguiente todo
lo que necesitamos probar es que B = ¢g. Primero, observemos que B = AN A€ pues A es
abierto. Ahora utilizamos la propiedad

CnD=CnD.

Asi pues,
B=ANA*=AnA°CcAnA =g,
ya que Ac=A° por la Proposicién C.1.1. (|

Corolario 1. La frontera de todo conjunto cerrado es diseminada.

DEMOSTRACION. Sea C' un conjunto cerrado, entonces C° es abierto. Como Fr(C) = Fr(C°),
se sigue que Fr(C') es un conjunto diseminado. O

C.3. Estructura de los conjuntos abiertos de R

Un conjunto de puntos de R se llama acotado si es un subconjunto de algtn intervalo
finito. Sean €2 un conjunto abierto de R y (a,b) un intervalo abierto que esté contenido en €2,

pero cuyos extremos no pertenecen a ). En tal caso (a,b) se llama un intervalo componente
de .

Teorema C.3.1. Sea Q un subconjunto abierto acotado de R. Entonces, se tiene que:

(1) Cada punto de Q pertenece exclusivamente a un determinado intervalo componente de

Q.

(1) Los intervalos componentes de S constituyen una coleccion finita o numerable de con-
juntos disjuntos dos a dos cuya union es €.



176 APENDICE C. TOPOLOGIA

DEMOSTRACION. Supongamos que x € 2. Entonces x estd contenido en algin intervalo abier-
to I contenido en ). Existen muchos intervalos I, pero el “mayor” de ellos serd el intervalo
componente que contiene a x. Para determinar este intervalo componente procedemos asi:
Sean a el infimo de los extremos izquierdos de todos los intervalos I tales que x € I C Q, y
b el supremo de los extremos derechos de dichos intervalos. (Se utiliza aqui la acotacién de
2).Obviamente z € (a,b). Ademés facilmente se ve que (a,b) C Q.

C.4. Notas al Apéndice C

Muchas de las explicaciones de este apéndice estan inspiradas en las paginas 11 a 17 del
libro de Choquet [17]. El Teorema C.3.1 que describe la estructura de los conjuntos abiertos de
R puede verse en los libros de Apostol [2, Teorema 3-9, pdg. 43] y de Kolmogorov y Fomin [40,
Theorem 6, pag. 51]. Hay un resultado andlogo que describe los conjuntos abiertos de R™
como unién de una coleccién numerable de cubos con interiores disjuntos; este resultado
puede verse en los libros de Stein [54, Section 3, pag. 16, y Section 1, pdg. 167] y de Asplund
y Bungart [4, Proposition 4.2.16 en la pag. 166]

A A

ABC ANnB



Apéndice D

Funciones de variable compleja

D.1. Representacion integral de los ceros

Si Q es un subconjunto abierto de C, denotaremos por H(2) al conjunto de las funciones
complejas holomorfas o analiticas en Q. Si v : [, 8] = C es una funcién, a su imagen ([, 5])
la denotaremos también por ~*.

Teorema D.1.1. Sea Q un abierto de C. Supongamos que f,po € H(QY) y quea € Q yr >0
son tales que B(a,r) C Q. Sea «y la circunferencia orientada positivamente de centro a y
radio r. Supongamos que f no tiene ceros en v*. Supongamos ademds que f no es constante
sobre B(a,r). Entonces

1. O bien para todo z € B(a,r), f(z) #0.

1. O bien f tiene ceros en B(a,r) (en ndmero finito necesariamente); digamos que estos

ceros SOn zi, . ..,2zn; en este caso,
1 f'(2) -
= dz =
i | #5502 = 2 elar mia)
k=1
siendo m(zy) el orden del cero que f tiene en zp, k=1,...,n.

Tomando ¢(z) = z, se tiene el corolario siguiente.

Corolario 1. Sean f € H(Q), Q abierto de C, r > 0, B(a,r) C Q, y v la circunferencia
orientada positivamente de centro a y radio r; con 0 ¢ f(v*). Supongamos que f tiene un
unico cero zg en B(a,r) y que es un cero de orden de multiplicidad m. Entonces

_ 1 f'(z)
20 = 27rim[YZf(z) dz.

Haciendo ¢(z) = 1, obtenemos este corolario.

Corolario 2. Sean f € H(Q), Q abierto de C, r > 0, B(a,r) C Q, y v la circunferencia
orientada positivamente de centro a y radio v; con 0 ¢ f(~*). Entonces el nimero de ceros
de f dentro de B(a,r), contando sus multiplicidades, es igual a

1 [/
2mi )., f(2)

177

dz.
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D.2. Integrales paramétricas

Teorema D.2.1. Sea v una circunferencia orientada positivamente en el plano complejo.
Sean to,t1 € R tg <t1 y
[t xto,th)] = C

una funcidn continua en v* X [to,t1]. Definamos
p(t) := / f(z,t)dz, t€ [to,t1].
v

Entonces ¢ es continua en [to,t1].

Teorema D.2.2. Sea v una circunferencia orientada positivamente en el plano complejo.
Seant; € R y
fiq" x[t1,00) = C

una funcién continua en v* X [t1,00) tal que la derivada parcial

0
a—{:’y*x[tl,oo)—HC

existe y es continua en todo punto (z,t) € v* X [t1,00).
Definamos

o(t) ::/f(z,t) dz, té€ [t1,00).
¥
Entonces ¢ es derivable en [t1,00), para todo t de este intervalo

, of
t)= | ==(z,t)d
d)= [ Grlends

y ¢ es continua en [t1,00).



Bibliografia

[1]

G. E. Andrews. The Theory of Partitions. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts,
1976. (Citado en la pagina 45).

T. M. Apostol. Andlisis matemdtico. Reverté, Barcelona, 1960. (Citado en las paginas
14 y 176).

B. C. Arnold. Majorization and the Lorenz Order. Number 43 in Lecture Notes in
Statistics. Springer-Verlag, Berlin, New York, 1987. (Citado en la pdgina 21).

E. Asplund and L. Bungart. A first course in integration. Holt, Rinehart and Winston,
New York, 1966. (Citado en la pagina 176).

F. V. Atkinson. Discrete and Continuous Boundary Problems. Academic Press, 1964.
(Citado en la pagina 93).

S. Barnett. Polynomials and linear control systems. Marcel Dekker, Inc., New York,
1983. (Citado en la péagina 79).

M. Barysz, D. Bonchev, and O. Mekenyan. Graph-centre, self-returning walks, and
critical pressure of alkenes. Match, (20):125-139, 1986. (Citado en la pagina 21).

M. A. Beitia. FEcuacion Matricial y Producto Tensorial en la Semejanza por Bloques.
PhD thesis, Universidad del Pais Vasco, Bilbao, 1992. (Citado en la pagina 45).

M. A. Beitia and J.-M. Gracia. Sylvester matrix equation for matrix pencils. Linear
Algebra Appl., 232:155-197, 1996. (Citado en la pagina 45).

R. E. Bellman. Introduction to Matriz Analysis. McGraw-Hill, second edition, 1970,
1960. (Citado en las paginas VIII y 8).

R. Bhatia. Perturbation Bounds for Matriz Eigenvalues. Longman Scientific and Tech-
nical, Essex CM20 2JE, England, 1987. (Citado en la pagina 95).

R. Bhatia. Matriz analysis. Springer, 1997. (Citado en las paginas 93, 96 y 139).

K. Bongartz. Degenerations for representations of tame quivers. Annales scientifiques

de E.N.S., 28(5):647-668, 1995. (Citado en la pagina 117).

R. A. Brualdi and H. J. Ryser. Combinatorial Matriz Theory. Cambridge University
Press, New York, 1991. (Citado en la pagina 15).

C. Byrnes and M. Gauger. Characteristic free, improved decidability criteria for the
similarity problem. Linear Multilinear Algebra, 5:153-158, 1977. (Citado en las paginas
45 y 74).

S. L. Campbell and C. D. Meyer. Generalized inverses of linear transformations. Pitman,
London, 1979. (Citado en la pagina 15).

179



180

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

BIBLIOGRAFIA

G. Choquet. Cours d’analyse. Topologie. Masson, Paris, 1964. Tome II. (Citado en las
péginas 142 y 176).

L. Comtet. Analyse Combinatoire. Presses Universitaires de France, 108, Boulevard
Saint-Germain, Paris, 1970. Tome Premier. (Citado en la pdgina 45).

H. den Boer and G. P. A. Thijsse. Semi-stability of sums of partial multiplicities under
additive perturbation. Integral Equations Operator Theory, 3(1):23-42, 1980. (Citado
en la pagina 117).

J. Dieudonné. Calcul Infinitésimal. Hermann, Paris, 1968. (Citado en la pdgina 140).

J. Dixon. An isomorphism criterion for modules over a principal ideal domain. Linear
Multilinear Algebra, 8:69-72, 1979. (Citado en la pdgina 75).

J. Edmonds. Systems of distinct representatives and linear algebra. J. R. National
Bureau of Standards, 71B(4):241-245, December 1976. (Citado en la pagina 11).

J.-C. Evard. On matrix functions which commute with their derivative. Linear Algebra
Appl., 69:145-178, 1985. (Citado en la pagina 136).

J.-C. Evard and J.-M. Gracia. On similarities of class C? and applications to matrix
differential equations. Linear Algebra Appl., 137/138:363-386, 1990. (Citado en las
paginas 136 y 139).

S. Friedland. Spectral theory of matrices. Technical Summary Report 2082, Mathe-
matics Research Center. University of Wisconsin-Madison, 610 Walnut Street, Madison,
Wisconsin 53706, 1980. (Citado en la pégina 74).

S. Friedland. Matrices. http://www2.math.uic.edu/friedlan/bookm.pdf, 2010. (Citado
en la pagina 96).

E. R. Gansner. Acyclic digraphs, young tableaux and nilpotent matrices. SIAM J. Alg.
Disc. Meth., 2(4):429-440, December 1981. (Citado en la pagina 15).

F. R. Gantmacher. Théorie de Matrices, volume 1. Dunod, Paris, 1966. Traduit par
Ch. Sarthou. (Citado en las paginas vii1, 66, 121 y 155).

F. R. Gantmacher. Théorie des Matrices, volume 2. Dunod, Paris, 1966. Traduit par
Ch. Sarthou. (Citado en la pagina VIII).

R. Godement. Cours D’algébre. Hermann, Paris, deuxiéme edition, 1966. (Citado en
la pagina 89).

I. Gohberg, P. Lancaster, and L. Rodman. Invariant subspaces of matrices with appli-
cations. Wiley, 1986. (Citado en las paginas viI, 53, 61, 117 y 136).

G. Golub and C. van Loan. Matriz computations. The Johns Hopkins University Press,
third edition, 1996. (Citado en la pagina viI).

J.-M. Gracia, I. de Hoyos, and I. Zaballa. A characterization of feedback equivalen-
ce. SIAM J. Control and Optimization, 28(5):1103-1112, Sept. 1990. (Citado en la
pégina 45).

J.-M. Gracia, I. de Hoyos, and F.-E. Velasco. Safety neighbourhoods for the invariants
of the matrix similarity. Linear Multilinear Algebra, 46:25-49, 1999. (Citado en la
pagina 117).

G. H. Hardy, J. Littlewood, and G. Pdlya. Inequalities. Cambridge University Press,
London and New York, 1st, 2nd edition, 1934, 1952. (Citado en la pagina 45).



BIBLIOGRAF{A 181

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[53]

[54]

[55]

J. A. Holbrook. Polynomials in a matrix and its commutant. Linear Algebra Appl., 48:
293-301, 1982. (Citado en las pdginas 96 y 117).

R. A. Horn and C. R. Johnson. Matrixz Analysis. Cambridge University Press, New
York, 1985. (Citado en la pagina viI).

G. James and A. Kerber. The Representation Theory of the Symmetric Group. Addison-
Wesley, 1981. (Citado en la pagina 45).

T. Kato. A short introduction to perturbation theory for linear operators. Springer, 1982.
(Citado en la pagina 93).

A. Kolmogorov and S. Fomin. Introductory real analysis. Prentice-Hall, Inc., Englewoods
Cliffs, N.J., 1970. (Citado en la pdgina 176).

P. Lancaster and M. Tismenetsky. The theory of matrices with applications. Academic
Press, second edition, 1985. (Citado en las pdginas viI, 2, 8, 66, 88, 121, 145, 147, 152
y 155).

R. A. Lippert. Fixing multiple eigenvalues by a minimal perturbation. Linear Algebra
Appl., 432:1785-1817, 2010. (Citado en las paginas 45 y 52).

R. A. Lippert and G. Strang. The Jordan forms of AB and BA. FElectronic Journal of
Linear Algebra, 18:281-288, June 2009. (Citado en la pagina 45).

I. Macdonald. Symmetric Functions and Hall Polynomials. Clarendon Press, Oxford,
1979. (Citado en la pagina 45).

C. C. MacDuffee. The Theory of Matrices. Chelsea, New York, 1946. (Citado en las
paginas 74 y 75).

A. S. Markus and E. E. Parilis. The change of the Jordan structure of a matrix under
small perturbations. Linear Algebra Appl., 54:139-152, 1983. (Citado en la pagina 117).

A. W. Marshall and 1. Olkin. Inequalities: Theory of Majorization and Its Applications.
Academic Press, 1979. (Citado en las paginas 21, 44 y 45).

K. Matthews. Applications of the smith normal form: The Byrnes-Gauger theorem.
http://www.numbertheory.org/courses/MP274/, 1991. (Citado en la pagina 74).

Z. A. Melzak. Mathematical Ideas, Modeling and Applications. Wiley, New York, 1976.
(Citado en la pagina 45).

R. Merris. Multilinear Algebra. Gordon and Breach, Amsterdam, 1997. (Citado en la
pagina 45).

S. Poljak and M. Schlegel. Computing the generic jordan canonical form. Linear Mul-
tilinear Algebra, 28:241-249, 1991. (Citado en la pagina 128).

K. Reinschke. Multivariable Control. A Graph-theoretic Approach. Number 108 in Lec-
ture Notes in Control and Information Sciences. Springer-Verlag, Berlin, 1988. (Citado
en la pdgina 168).

F. Rellich. Perturbation Theory of Eigenvalues Problems. Gordon and Breach, 1969.
(Citado en la pagina 93).

E. Stein. Singular integrals and differentiability properties of functions. Princeton Univ.
Press, Princeton, New Jersey, 1970. (Citado en la pagina 176).

G. Thijsse. Global holomorphic similarity to a Jordan form. Results in Mathematics, 8
(1):78-87, 1985. (Citado en la pagina 137).



182 INDICE ALFABETICO

[56] C. Woo. ”boundary of an open set is nowhere dense”(version 5). PlanetMath.org.
http://planetmath.org/BoundaryOfAnOpenSetIsNowhereDense.html., 2012.  (Citado
en la pagina 175).

[57] 1. Zaballa. Sobre formas canénicas conjugadas. In E. M. de S4 and J. Vitéria, editors,
Estudos de Matemadtica. Em homenagem a Luis de Albuquerque, pages 343-357. Depar-
tamento de Matematica da Universidade de Coimbra, 3000 Coimbra, Portugal, 1987.
(Citado en la pagina 74).

[58] D. Zeilberger. A combinatorial approach to matrix algebra. Discrete Mathematics, 56:
61-72, 1985. (Citado en la pagina 15).



Indice alfabético

algebraicamente independiente, 15
arco incidente con un vértice, 159
autoconjugada, 19

bifurcacién
punto de, 140
bloque de Jordan, 153

caracteristica de Segré, 49, 154

caracteristica de Weyr, 52

circulante, 116

Coates, 168

conjugada, 18

conjunto abierto
independencia lineal, 4

conjunto diseminado, 174

conjunto ralo, 174

convergencia compacta
topologia de la, 142

descomposicién en permutaciones-ciclo, 166
desigualdad de Frobenius, 48
desigualdad de Sylvester, 48
determinante de Vandermonde, 171
diagonales de una matriz, 122, 125, 126

definicién, 169
diagrama de Hasse, 40
diagrama de Young o Ferrers, 18
digrafo, 159

aciclico, 160

arco de un, 159

camino de un, 160

ciclo de un, 160

ciclos

familia de, 160
familia de ciclos
generadora, 161

lazo de un, 159

paseo de un, 159

peso de un, 161

ponderado, 161

subdigrafo de un, 159

vértice de un, 159
digrafo permutacion, 167

digrafo ponderado
de Coates, 121, 168
discrepancia, 34
diseminado, 174
divisor determinantal, 147
divisor elemental, 149, 152
lineal, 149

emparejamiento 6ptimo, 89
equivalencia

de matrices polinémicas, 147
espectro

ordenado, 50

1-factor, 161
factor invariante, 148, 152
familia de ciclos, 122, 160

longitud de una, 160
familia de ciclos generadora, 161
Ferrers, 18
forma candnica

definicién, 1
forma canoénica de Jordan, 154
forma canodnica racional, 152
forma normal

definicién, 1
forma normal de Jordan, 154
forma normal de Smith, 148
Frobenius

desigualdad sobre rangos, 48
funcién

semicontinua inferiormente, 3

genérico, 141

grado
entrante de un vértice, 159
saliente de un vértice, 159

Hasse, 40
Hilbert
norma de, 12

independencia lineal
conjunto abierto, 4

183



184

indeterminadas, 15
invariante

completo, 1

definicién, 1
invariantes

sistema completo de, 1

Jordan, véase también forma canonica, 1, 154
bloque de, 153
estructura de, 49
estructura repelida, 112

lexicografico, 35

matrices
nilpotentes, 154
polinémicas, 146
polinomiales, 146
transformaciones elementales de, 145
unimodulares, 147
A-matrices, 146
matrices de bloques
transformaciones elementales de, 156
matrices elementales, 145
por bloques, 158
matrices polinémicas
transformaciones elementales de, 146
matrices polindmicas elementales, 147
matrices semejantes, 151
matriz
resultante de Sylvester, 78
resultante generalizada de Sylvester, 78
matriz caracteristica, 152
matriz companera, 152
matriz de permutacién, 167
matriz de Toeplitz, 116
mayoracién, 20
mayoracion débil <<, 20
mayoracion estricta <, 20
mayorizacién, 20
monotonia de << y < respecto de U, 23
multiplicidad
algebraica, 49
geométrica, 49
parcial, 49

ndimero
adecuado, 97
nilpotente, 154
norma de Hilbert, 12
norma de operador, 12
norma espectral, 11
“nowhere dense”, véase diseminado
nulidad, 50

orden lexicogréfico, 35

INDICE ALFABETICO

inverso, 35
transpuesto, 36

particién, 17
autoconjugada, 19
conjugada, 18
peso de una, 18
particién de Segré, 49
particién de Weyr, 51
permutacién
impar, 164
matriz de, 167
par, 164
permutacién , véase también familia de ciclos
generadora
permutacién ciclica, 165
permutacién-ciclo, 165
perturbacion estructurada, 97
peso
de un arco, 161
polinomio invariante, 152
producto
simétrico, 92
punto de bifurcacién
de la caracteristica de Segré, 140
del espectro, 140
del espectro de una funcién matricial, 135

ralo, 174

rango, véase semicontinuidad del rango
de matrices aproximantes, 7
desigualdad de Frobenius, 48
funcién semicontinua, 3
ley de Sylvester, 48

rango genérico, 10

rango limite, 10

relaciéon de equivalencia, 1

repelida, 112

Segré, 154

caracteristica de, 49

particién de, 49
semicontinuidad del rango, 3
signatura

de un producto, 171

de una permutacion, 164

transposicion, 164
subdiagonal, 10
subdigrafo ponderado, 161
subespacio

radical, 135
suma de particiones, 18
Sylvester

Ley de, 48

resultante de, 78



INDICE ALFABETICO 185

Teorema de Gale y Ryser, 44
Toeplitz, 116
topologia

de la convergencia compacta, 142
transposicion, 163

unién de particiones, 18
unimodular, 147

valores singulares, 11
Vandermonde, 171
vectorizador, 68

Weyr
caracteristica de, 52

particién de, 51

Young, 18



	Índice general
	Prólogo
	Notaciones
	Matrices con igual rango
	Invariantes de una relación de equivalencia
	Equivalencia de matrices rectangulares
	Perturbación de la forma canónica
	Rango de matrices genéricas
	Distancia a las matrices de rango menor
	Reducción suave de funciones matriciales
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 1

	Particiones de enteros
	Particiones
	Mayoración
	Dualidad y monotonía
	Transformaciones elementales de particiones
	Orden lexicográfico
	Una identidad sobre particiones
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 2

	Invariantes de semejanza y rangos
	Desigualdad de Frobenius
	Característica de Segré
	Nulidades de potencias
	Característica de Weyr
	Definición alternativa de la característica de Weyr

	Relación entre las características de Segré y Weyr
	Forma canónica dual
	Rangos y particiones de Weyr
	Criterio de semejanza mediante rangos
	Matrices no derogatorias
	Nulidades de un producto
	Nulidades de matrices cuasidiagonales por bloques
	Rango mínimo de factores invariantes
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 3

	Raíces comunes de polinomios
	Resultante de polinomios
	Multiplicidades de las raíces
	Ejercicios

	Continuidad y aproximación
	Continuidad del espectro
	El espacio métrico de n-tuplas desordenadas

	Matrices genéricas
	Criterio local de semejanza
	Conjetura de Sylvester aproximada
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 5

	Perturbación de la forma de Jordan
	Condiciones necesarias
	El problema inverso subyacente
	La clausura de la órbita de semejanza
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 6

	Forma de Jordan genérica
	Introducción
	Teorema de Frobenius-König
	Menores de la matriz característica y digrafos
	Ejercicios
	Notas al Capítulo 7

	Entornos de seguridad para la forma de Jordan
	Subespacios invariantes estables
	Jordanización de una función matricial
	Puntos de bifurcación
	Puntos de bifurcación de la característica de Segré
	Funciones matriciales genéricas

	Forma de Jordan probabilística
	Referencias comentadas

	Transformaciones elementales de matrices
	Matrices sobre un cuerpo
	Matrices polinómicas
	Forma canónica de Smith
	Divisores elementales
	Semejanza de matrices
	Forma canónica de Jordan
	Multiplicación de matrices de bloques
	Transformaciones elementales por bloques

	Digrafos y permutaciones
	Digrafos
	Permutaciones
	Digrafos y determinantes
	Ejercicios

	Topología
	Adherencia, interior, exterior y frontera
	Conjuntos diseminados
	Estructura de los conjuntos abiertos de R
	Notas al Apéndice C

	Funciones de variable compleja
	Representación integral de los ceros
	Integrales paramétricas

	Bibliografía
	Índice alfabético

