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Extracto

Si A, es un valor propio simple de A, al
perturbar ligeramente A, la evolucion del
valor propio \; se puede describir por
medio de una funcion diferenciable.
Cuando A, es un valor propio multiple, no
disponemos de esta funcion diferenciable,

en principio.
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Introduccion

Si A, es un valor propio simple de A, al
perturbar ligeramente A, la evolucion del
valor propio )\j se puede describir por
medio de una funcion diferenciable; este

hecho permite demostrar con facilidac

formulaciones equivalentes mas simples

del nUmero de condicion de )\j.
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Cuando A; es un valor propio miltiple, no
disponemos de esta funcion diferenciable;
por lo que el camino de encontrar
expresiones equivalentes mas simples del
limite que define el nimero de condicion,
se torna mas complicado. Aqui
expondremos resultados que hacen

hincapié en los pseudoespectros.
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Una opcion alternativa podria ser el
estudio del promedio de los valores
propios perturbados que circundan a )\j.
Esto nos proporciona una funcion
diferenciable. Esta opcion no la

exponemos.
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Condicion de una funcion

X, Y espacios de Banach; U C X,xzg € U
pto. de acumulacionde U; g: U — Y una

funcion.

Definici on.- El nUmero de condicion de orden

w > 0 de la funcion g en el punto x( esta



Condicion de un valor propio multiple y pseudoespectros 8

efinido por

lg(z) — g(zo)|
|z — o[

cu(g,xg) = 11’m+ ~ sup
2= z€B’ (z9,e)NU
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definido por

lg(z) — g(zo)|
|z — o[

cu(g,xg) = 11’m+ ~ sup
2= z€B’ (z9,e)NU

Observaciones.-
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definido por

lg(z) — g(zo)|
|z — o[

cu(g,xg) = 11’m+ ~ sup
2= z€B’ (z9,e)NU

Observaciones.-
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o SI g es discontinua en xg, entonces

Yw > 0, ¢y (g, x9) = 00.
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o SI g es discontinua en xg, entonces

Yw > 0, ¢y (g, x9) = 00.

© SI g es constante en un entorno de x,

entonces ¢, (g, zg) = 0.
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Si g es discontinua en x(, entonces

Yw > 0, ¢y (g, x9) = 00.

Si g es constante en un entorno de x,

entonces ¢, (g, Tg) = 0.

Demostramos a continuacion que
#{w > 0|0 # cu(g,xg) # oo} < 1.

Siwg estq. 0 < cy, (g, Ty) < 00, =
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Vn > 0,36 > 0tq. Ve € (0, 6],

lg(z) — g(xo)|

Cuwo (97 330)_77 < SUp
z€B' (z9,e)NU

< Cwo(gvx()) ‘|‘77
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Siw; < wo,
lg(z) — g(xo)|| _
|z — x|

g(z) — g(zo)| . 1
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lg(z) — g(zo)||
|l — 20|«

sup
r€B' (z0,e)NU
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, |g(z
lim sup »
e—0T :UEE/(Cco,eS)ﬂU HZE — ZU()H 1

Wo—w1

< lim (Cwo(gaaj()) 77)8 ) =
(1)
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aplicando a w9 el razonamiento anterior
tendriamos que deberia ser ¢, (g, o) = 0,
pero 0 # ¢, (g, o ); por tanto si

Wy < wWg —=

0

ng (97330) — O

.

No puede ser c,,, (g, xg) = 0, pues (1) con
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wo = wo implicaria que ¢, (g, €g) = 0. En

consecuencia,
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Condicion de un v.p. multiple

Ahora sea A ; un v.p. de multiplicidad m.

Variaci 6n espectral de A’ respecto de )\j

SV(A,/\j)(A,) =
min{p > 0 | el disco cerrado D(\;, p)

: . /
contiene al menos m valores propios de A }



s\lu\, )\00\3 = Min {Q?OVL'. DO\"IQ) Coh'\ﬁem\}aﬁ menes
& e b (P\m(a\‘w Ao A
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eaw > 0,
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eaw > 0,

c.,(N;):= lim ma
w( J) 0+ O#EEC}%XTL ||EHw
| E]|<e

Definiendo
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ecordemos

Ae(A):= | ] AMA+E)

£ <e
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DEMOSTRACION.

A(A)={2€C|o,(z] —A) <e&},
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Proposici 6n 2.- Sea sg € A-(A), entonces
dFEy € C™"*" con ||Ey|| =€t q.
so € A(A+ Ey),yVEtq. ||E| < €se
tiene sg & A(A+ F).
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Proposici 6n 2.- Sea sg € A-(A), entonces
dFEy € C™"*" con ||Ey|| =€t q.

so € A(A+ Ey),yVEtq. ||E| < €se
tiene sg & A(A+ F).

DEMOSTRACION. Como A-(A) es cerrado,
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Proposici 6n 2.- Sea sg € dA.(A), entonces
dEy € C™"*™ con | Ey|| = et q.

so € AN(A+ Ey),yVE ta. |[E|| < €se
tiene sg & A(A+ F).

DEMOSTRACION. Como A, (A) es cerrado,
OA.(A) C A.(A). Asi pues, como

so € A:(A) existe Ejy con || Ey|| < et q.
so € AM(A+ Ep).
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Proposici on

2.- Sea sy € OA.(A), entonces

dEy € C"*" con ||Ey|| = et. q.
so € AN(A+ Ey),yVE ta. |[E|| < €se
tiene sg & A(A+ F).

DEMOSTRACION. Como A, (A) es cerrado,

0N (A) C

A-(A). Asi pues, como

sg € A:(A) existe Ey con || Ey|| < et q.

Sp € A(A—

- Ey).No puede ser que

| Eo|| < €; pues ental caso, sg € AL(A).
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or lo que sg seria punto interior de A.(A)y

no podria pertenecer a su frontera.
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Por lo que s seria punto interior de Ao (A) y

no podria pertenecer a su frontera.

Proposici 6n 3.- Sean e > 0y K una

componente conexa de A.(A). Entonces para
toda F € C"*"t.q. |F| < e

Z m(u, A+ E) = Z m (o, A).

HEA(A+E)NK aEA(ANK

La demostracion puede verse en [1].
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Variaci 6n espectral respecto a )\j y al nivel

de perturbaci on €

sv(A, \j,e) 1= ||I£|Ti§e SViaz) (A + E)
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Variaci 6n espectral respecto a )\j y al nivel

de perturbaci on ¢

sv(A, \j, ) 1= ||I]I51|?§e SViaz) (A + E)
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entonces

N9 =, s P

— H%lﬁix SV(A,)\J.)(A + F),
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entonces

N9 =, s P

— ngﬁix SV(A,)\J.)(A + F),
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DEMOSTRACION. Sea Fq, | F1|| < et q.

X SV (4 (A+E) =sva,) (A+EL)

Por la Proposicion 3 la suposicion
Ki(e)NA(A) = {)\;} implicaque A + E;
tiene exactamente ™ valores propios en

X ; (), contando multiplicidades, donde

24
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m=m(\;,A). =

A\ < X A= N
sv (A, 375) > Aérjlca;}((g)‘ J‘

— ) A— M. (2
Aerfglﬂ%j((s)‘ il @
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matriz . con || E.|| = ¢ t. q.
so € AN(A+ E.). Lamatriz A + E. tiene m

valores propios en XK (&) contando las
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sviaz) (A + Eo) = [so — Aj|; =

1 VA+ FE) > — A=
fex sV A+ E) 2 Jso = Al
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Para demostrar la igualdad que queda de la

parte primera, observemos que
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por otra parte, COmo

{EeC*"": |E||=¢} Cc{F eC*™": |[E| <&}

e

%éfg sVia ) (A+E) < Iéléi(s SVia ) (A+E)
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A continuacion probaremos la segunda parte

de la Proposicion. Supongamos que existe el
limite
SV(Av )‘ja 8)

c:= lim .
e—0T gw

Para todo 17 > 0 existe un g > 0 t. q. para
e € (0,e9),

SV(A7 Aj? 5)

gw

cl <1

31
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y K;(e) N A(A) = {)\,}. Entonces para
cada e € (0, eg) la matriz F. definida en la

demostracion de la parte primera satisface
sv (4, Ajs €) SV(A,\;)(A+E:)

_ < —
R = AR

Asi pues,

SV VA+FE
c—n < max (A’)\”)( )

®
|E||<e | B«
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Por otra parte, paratoda E't. q. ||E|| < ¢

tenemos
Va) A+ E) _ sv(A, || E]) e+
1B~ B P2
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Las desigualdades (6) y (7) implican que
SV(A,)\J.) (A —+ E)




Condicion de un valor propio multiple y pseudoespectros 35

Forma de Jordan y condicion.

Descomposici on de Jordan

A=) (AP +Nj)
j=1
A(A) ={A\1,..., A}, P; es el proyector
espectral de )\j, .e. Pj es el proyector sobre

el subespacio radical R (A) paralelo al
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subespacio

/\

Ra (A) + -+ Ry, (A) + -+ + Ry, (A)

S

donde denota ausencia del subespacio
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subespacio

A

R (A) + -+ Ry (A) + - + R, (A)

AN

donde denota ausencia del subespacio

cubierto. La matriz
Nj . — (A — )\JI)P]

se |llama la matriz nilpotente propia de )\j.

Puede probarse (ver Lancaster-Tismenetsky,
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Chap. 9) que

A— M. I 1
P; = P, = MN—A)"1d
Z — e 27Ti§é ( ) A
k#y

donde I’ es una curva cerrada simple

rectificable, orientada positivamente, que rodea

a >‘j e IIlt(F) f A(A) — {)\j}
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Teorema 5.- v; := v/(\;) = indice de \;.
Siv; =1 (i.e. N; = 0) v.p. semisimple,

1.
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.1 )
ol (AJ) - 611%14‘ g AEIcglﬂaCic(e)lA ; AJ‘
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2
A:)= 11 ! ) A— N\
ci J)_si%l+g,\ergﬂ%f(e)l — Al
3. c1(Aj) = || B
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AEEEEEEEEEEENEEEEEERE
k.
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