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Área de una componenteÁrea de una componente

Sea Kj(ε) la componente conexa de Λε(A)

que contiene al v.p. λj de A;

aj(ε) := área de Kj(ε);

¿Relación entre las derivadas

a′

j(0
+), a′′

j (0+) y c(λj)?

Juan-Miguel
Oval
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λ1

λ2
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Área de una componenteÁrea de una componente

Sea λj un v.p. simple de A ∈ C
n×n;

ĺım
ε→0+

aj(ε)

ε2
= π c(λj)

2 (1)
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Proposici ón 1.- Existe a′

j(0
+) y vale 0.

DEMOSTRACIÓN. Por (1), ∀η > 0, ∃δ > 0 t.q.

0 < ε < δ ⇒
∣

∣

∣

∣

aj(ε)

ε2
− π c(λj)

2

∣

∣

∣

∣

< η,⇔

−η <
aj(ε)

ε2
− π c(λj)

2 < η,⇔

π c(λj)
2−η <

aj(ε)

ε2
< π c(λj)

2+η. (2)
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Multiplicando (2) por ε > 0,

ε
(

π c(λj)
2−η

)

<
aj(ε)

ε
< ε

(

π c(λj)
2+η

)

,

(3)

Haciendo tender ε → 0+ en (3), se obtiene

0 ≤ ĺım
ε→0+

aj(ε)

ε
≤ 0;⇒

ĺım
ε→0+

aj(ε)

ε
= 0. (4)
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Como aj(0) = 0, (4) implica que existe

a′

j(0
+) = 0. �
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Cota de perturbación clásicaCota de perturbación clásica

Teorema 2.- (Bauer-Fike) Supongamos que

AV = V D con V invertible y D diagonal.

Sea µ un v.p. de A + E. Entonces existe un

v.p. λj de A t.q.

|µ − λj | ≤ κ(V )‖E‖,

donde κ(V ) := ‖V ‖‖V −1‖.
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Corolario 3.- Sea A una matriz normal, y µ un

v.p. de A + E. Entonces existe un v.p. λj de

A t.q.

|µ − λj | ≤ ‖E‖.

DEMOSTRACIÓN. Existe U unitaria tal que

U∗AU = diag(λ1, . . . , λn);

y κ(U) = 1, pues σ1(U) = 1 = σn(U).�
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Proposici ón 4.- ∀A,∀ε ≥ 0,
⋃

λj∈Λ(A)

B(λj , ε) ⊂ Λε(A),

mientras que vale la igualdad si A es normal.

DEMOSTRACIÓN.

z ∈ B(λj , ε), E := (z − λj)I ⇒

‖E‖ = |z − λj | ≤ ε.

zI − (A + E) = zI − (A + zI − λjI) =

λjI − A;
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z ∈ Λ(A + E) ⇒ z ∈ Λε(A).

Si A es normal, el Corolario 3 prueba el

recı́proco.�
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A matriz normalA matriz normal

δj(ε) = 2ε, aj(ε) = πε2; =⇒

δ′j(ε) = 2, a′

j(ε) = 2πε, a′′

j (ε) = 2π;⇒

δ′j(0
+) = 2, a′

j(0
+) = 0, a′′

j (0+) = 2π.

Conjetura 5.- Para cualquier matriz A,

a′′

j (0+) = 2π c(λj)
2.



Apéndice a número de condición y pseudoespectros 14

“DEMOSTRACIÓN. ” Si existe f ′′(x0), entonces

f ′′(x0) = ĺım
h→0

f(x0 + h) − 2f(x0) + f(x0 − h)

h2

Sea

Aj(ε) =







aj(ε) si ε ≥ 0,

aj(−ε) si ε < 0.
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Si existiera a′′

j (0+),

A′′

j (0+) = ĺım
ε→0+

Aj(ε) − 2Aj(0) + Aj(−ε)

ε2
=

ĺım
ε→0+

2aj(ε)

ε2
= 2π c(λj)

2;
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A′′

j (0−) = ĺım
ε→0−

Aj(ε) − 2Aj(0) + Aj(−ε)

ε2
=

ĺım
ε→0−

2aj(−ε)

(−ε)2
= ĺım

β→0+

2aj(β)

β2
= 2π c(λj)

2;

Por tanto,

∃ ĺım
ε→0

Aj(ε) − 2Aj(0) + Aj(−ε)

ε2
= 2π c(λj)

2;

y serı́a A′′

j (0) = 2π c(λj)
2;⇒
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a′′

j (0+) = 2π c(λj)
2. “�”

Juan-Miguel
Polygon
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FinFin

Realizado en LATEX con el programa Utopia.




