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Capitulo 1

Modelos de procesos continuos

Los procesos continuos o, mejor dicho, de tiempo continuo, son los que admiten modelos mate-
maticos relativamente simples, basados en ecuaciones diferenciales. Estos modelos muchas veces
son lineales, o admiten ser linealizados, por lo que se obtienen con relativa facilidad y son exactos
(siempre y cuando las hipétesis supuestas sean ciertas). Suelen representar el comportamiento
de sistemas fisicos que siguen leyes fisicas elementales.

Los procesos continuos pueden controlarse utilizando controladores analégicos o digitales
dando lugar, respectivamente, a sistemas de control analégicos a sistemas controlados por com-
putador.

1.1. Procesos de tiempo continuo

Tiempo continuo significa que la variable independiente de las ecuaciones del modelo ma-
tematico es el tiemp ¢ del proceso y que éste varia de forma continua en un intervalo de R. Las
ecuaciones diferenciales del modelo son, en general, ecuaciones en derivadas parciales (EDP)
pero muchas veces se pueden reducir a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) e incluso a
veces a ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y con coeficientes constantes. Esto da lugar
a la siguiente clasificacion de los sistemas de tiempo continuo:

» Sistemas de pardmetros distribuidos (EDP)

» Sistemas de pardmetros concentrados (EDO)

» Sistemas lineales (EDO lineales)

» Sistemas lineales de pardmetros constantes (EDO lineales con coeficientes constantes)

De todos ellos los tltimos son los més simples y para ellos se ha desarrollado una teoria
matematica muy potente basada en el Algebra Lineal. Esto es importante para el ingeniero ya
que puede calcular con facilidad la solucién de muchos problemas que aparecen en algunas ramas
técnicas como por ejemplo

» Circuitos eléctricos
= Sistemas mecédnicos
= Sistemas térmicos

» Sistemas de fluidos
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= Amplificadores electrénicos

= Sistemas de control

= Robdtica

= Sistemas dindmicos lineales en general

Los paquetes informdticos denominados Computer Aided Control System Design (CACSD)
son de gran ayuda para estos menesteres. Algunos de ellos son Matlab y Scilab.

Parametros y variables

FEn los modelos matematicos las magnitudes que evolucionan en el tiempo se llaman variables
del sistema o, a veces, senales. Estas variables son funciones de la variable independiente ¢, que
representa el tiempo.

Las magnitudes que no evolucionan (o cuya evolucién no se tiene en cuenta) se llaman
parametros del sistema.

En cada uno de los sistemas fisicos que vamos a estudiar (mecdnicos, eléctricos, térmicos, de
fluidos, térmicos y mixtos) existe un conjunto de variables y pardmetros que lo caracterizan. En
los sistemas eléctricos, por ejemplo, las variables son el voltaje, la carga, la intensidad, el flujo
magnético, etc. mientras que los parametros son la resistencia, el coeficiente de autoinduccién, la
capacidad, etc. En los sistemas mecanicos de translacion las principales variables que intervienen
son la fuerza f, el desplazamiento x, la velocidad v y la aceleracién a siendo sus parametros
significativos la masa m, el componente de rozamiento b y el componente de elasticidad k. En
los sistemas mecanicos de rotacién estas variables son el momento 7', el desplazamiento angular
0, la velocidad angular w y la aceleracién « siendo sus parametros significativos el momento de
inercia J, el componente de rozamiento B y el componente de elasticidad K.

En los sistemas térmicos las variables son el flujo calorifico ¢ y la temperatura 6 , y las
variables la resistencia térmica R; y la capacitancia térmica C;. Y, por ultimo, en los sistemas
de fluidos las variables son el caudal f y la presién p y sus parametros la resistencia del fluido
Ry, la inductancia del fluido Ly y la capacitancia del fluido Cy [?, sec. 2.2].

‘ Clase de Sistema ‘ Variables ‘ Parametros ‘
Sistemas Mecanicos (tras.) | f,z,v,a m,k,b
Sistemas Mecanicos (rot.) | 7T,6,w,« m,k,b
Sistemas Eléctricos v, 1, @ R, L,C
Sistemas Térmicos 0,q Ry, Cy
Sistemas de Fluidos p, f Ry, Cy

A pesar de las diferencias que existen entre las variables que caracterizan a las distintas clases de
sistemas fisicos, existen ciertas semejanzas fundamentales que pueden y deben ser aprovechadas
de manera que la modelizacién resulte sencilla y a ser posible unificada para todos los sistemas.

1.2. La realimentacion en los sistemas de control

Un sistema de control sirve para controlar el valor de ciertas variables de salida por medio
de otras variables de entrada.

Hay dos procedimientos para ello denominados control en lazo abierto y control en lazo
cerrado. Veamos cémo funcionan en el caso monovariable.
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En el control en lazo abierto (figura 1.1) la entrada u(t) actia directamente sobre el dispo-
sitivo de control (controlador) C' del sistema para producir el efecto deseado en la variables de
salida, aunque sin comprobar el valor que toma dicha variable.

w(t)
u(t) y(t)

—— C p

Figura 1.1: Control en lazo abierto

Un sistema de control en lazo cerrado tiene una entrada u(t), llamada de referencia o de
consigna, que sirve para introducir en el sistema el valor deseado para la salida y(t). Esta salida
se mide con un de captador M y dicha medida y,,(t) se compara con el valor u(t) de la entrada
de referencia. La diferencia €(t) = u(t) — ym(t) entre ambos valores incide sobre el dispositivo
controlador C' y la salida de éste, v.(t), sobre el elemento actuador A el cual a su vez ejerce la
debida accién sobre planta P en el sentido de corregir la diferencia €(¢). En la figura 1.2 se ha
representado un sistema de control en lazo cerrado.

Con un razonamiento intuitivo podemos llegar a la conclusién de que el sistema en lazo
cerrado responde mejor ante la presencia de la entrada perturbadora w(t). Y asi es en muchos
casos. Sin embargo, hay que ser muy cautos ante este tipo de razonamientos ya muchas veces
que pueden fallar. No es posible predecir el comportamiento del sistema con feedback sin conocer
previamente su modelo matematico.

=

Figura 1.2: Sistema de control en lazo cerrado

El procedimiento de medir la sefial de salida y restarla de la de entrada se llama realimenta-
cién negativa. El lazo que se forma al realizar la realimentacién suele denominarse lazo o bucle
de regulacién.

1.3. Elementos basicos un sistema de control

Los sistemas de control se pueden realizar con diversas tecnologias (mecénica, neumética,
electrénica, etc.) pero sus elementos esenciales, indicados a continuacién, son siempre los mismos.
Advertimos, no obstante, que la terminologia puede ser algo enganosa en ciertos contextos,
quizas por utilizacion inadecuada, por traduccion defectuosa del Inglés o por uso generalizado
de algunos términos. Asi, en nuestra drea de conocimiento el término controlar se usa en el
sentido de gobernar o conducir, mientras que en el lenguaje coloquial se dice a veces “controlar”
con otro significado.
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Entradas: son los terminales que tiene el sistema de control por los que puede recibir estimulos
que influyen en su evolucién. Pueden ser

» Entradas de mando o de control: sirven para introducir érdenes.

= Entradas de referencias o consigna: son entradas de mando que imponen los valores
deseados a sus correspondientes salidas.

= Entradas perturbadoras: son entradas que reciben estimulos indeseados.

Salidas: son los terminales que tiene el sistema de control para emitir la respuesta, es decir,
para que la respuesta pueda ser observada por el hombre o medida por una maquina.

Planta: es el objeto que se desea controlar. Es un conjunto de componentes y piezas ensambla-
dos entre si y que cumplen una determinada funcién.

Proceso: es una serie de operaciones que se realizan sobre uno o varios objetos con un fin
determinado.

Perturbaciones: Son alteraciones que se pueden producir en los componentes de una planta o
proceso.

Controlador Es un dispositivo que procesa la senal €(t), es decir la diferencia entre la entrada
de referencia u(t) y la medida de la salida y,,(t), y produce una senal de salida v(t)
adecuada para controlar la planta.

Actuador Es el dispositivo que convierte la senal de salida del controlador v.(t) en otra senal
v(t), posiblemente de distinta naturaleza y generalmente de mayor potencia, y la aplica a
la planta o proceso.

Captador Es el dispositivo de medida. Convierte la senal de salida y(t) en otra magnitud
(generalmente eléctrica) y,,(t), apta para ser restada del valor de la entrada wu(t).

Ejercicio 1.3.1 Describir el funcionamiento de los siguientes sistemas de control e identificar
todos los elementos bésicos de cada uno de ellos.

1. Sistema de control de la temperatura de una habitacion utilizando una estufa eléctrica con
termostato.

2. Sistema de control del nivel de un depésito de agua utilizando un flotador y una valvula.
3. Control de la trayectoria que sigue de un ser humano al desplazarse.

4. Control de posicién de un canén.

5.  Control del nivel de un depdsito.

6. Regulacion de la velocidad de un motor.

7. Control de la posicién angular de un motor con reductor.

8. Regulacion de la velocidad de la maquina de vapor.
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1.4. Diseno de los sistemas de control

Como hemos visto, la fase de andlisis de un sistema tiene por objeto la obtencién de un
modelo matemaético a partir de observaciones y experiencias obtenidas a partir de un sistema
real.

El problema inverso consiste en la sintesis o disenio y construccién, si procede, de un deter-
minado sistema a partir de un supuesto modelo. Este problema se denomina realizacion.

La realizacién tiene en general una mayor dificultad que el andlisis, precisando de la utiliza-
cién de conceptos matematicos de cierta complejidad. La realizacion tiene ademaés la dificultad
anadida del montaje y puesta a punto ya que resulta practicamente imposible construir un sis-
tema cuyo funcionamiento sea exactamente igual al previsto en el modelo. Por ello suele ser
necesario un proceso de aproximaciones sucesivas con repetidas fases de andlisis-sintesis.

1.4.1. Nociones de estabilidad, rapidez y precision

Tanto en la fase de andlisis como en la de sintesis resulta de gran utilidad disponer de
métodos de medida que permitan cuantificar el comportamiento dindmico de los sistemas. Estas
medidas se efectiian en términos de las denominadas especificaciones de funcionamiento de los
sistemas dindmicos de las cuales las més relevantes son estabilidad, precision y rapidez [Ogata 82,
sec. 10.1]. Estas especificaciones tratan de dar una medida del mayor o menor grado de buen
funcionamiento del sistema.

La estabilidad es la especificacién més importante ya que es exclusiva, es decir, es una
condicion necesaria para el funcionamiento del sistema. Todo el mundo tiene una nocién intuitiva
de estabilidad. Cuando hablamos de la estabilidad (o inestabilidad) de un barco, de un avién,
de un automévil o de cualquier otro objeto dindamico, sabemos méds o menos a qué nos estamos
refiriendo. La inestabilidad puede provocar una rapida parada o, en ocasiones, puede conducir
al deterioro e incluso a la destruccién del sistema.

La rapidez y la precisién son virtudes, esencialmente contrapuestas, exigibles en mayor o
menor medida a los sistemas de control. Parece 16gico, por ejemplo, que una maquina herramienta
realice sus operaciones de forma rapida y precisa; sin embargo se puede ver intuitivamente que
ciertas operaciones de gran precisién no pueden ser ademés muy rapidas.

1.5. Clasificacion de los sistemas de Control

s (Causalidad Los sistemas de control se pueden clasificar atendiendo a diferentes propieda-
des.

Se dice que un sistema es causal si existe una relacién de causalidad entre entradas y
salidas. Los sistemas fisicos existentes en la Naturaleza son siempre causales. Atendiendo
a esta propiedad tenemos
e Sistemas causales
e Sistemas no causales
s Numero de variables Un sistema se denomina monovariable cuando tiene una tinica variable

de entrada y una unica variable de salida. En los demaés casos se llama multivariable.
Tenemos asi,

e Sistemas monovariables
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e Sistemas multivariables
= Linealidad Segin que las ecuaciones diferenciales sean lineales o no lo sean:

e Sistemas lineales

e Sistemas no lineales
= Fvolucion en el tiempo

e Sistemas de tiempo continuo

e Sistemas de tiempo discreto

e Sistemas de eventos discretos
Los sistemas de tiempo continuo son aquellos en que las magnitudes se representan por
funciones continuas de la variable real tiempo.

En los sistemas de tiempo discreto las magnitudes sélo pueden tomar un nimero finito de
valores y son funciones de la variable discreta tiempo.

Los sistemas de eventos discretos, hoy dia llamados sistemas comandados por eventos
(event-driven systemas) o sistemas reactivos, son los que estdn comandados esencialmente
por senales eventuales. Esto es, no existe un periodo que marque las transiciones de las
variables sino que éstas evolucionan unicamente cuando en el sistema suceden ciertos
sucesos o eventos con ellas relacionados.

s [nvariancia de los pardmtros.

e Sistemas estacionarios

e Sistemas no estacionarios
Un sistema invariante en el tiempo o sistema estacionario es aquel cuyos pardmetros no
varian con el tiempo. La respuesta de un sistema estacionario es independiente del instante

de tiempo en el que se aplique la entrada y los coeficientes de la ecuacién diferencial que
rige el funcionamiento del sistema son constantes.

Un sistema no estacionario es el que tiene uno o mas parametros que varian con el tiempo.
El instante de tiempo en que se aplica la entrada al sistema debe conocerse y los coeficientes
de su ecuacién diferencial dependen del tiempo.

= Determinismo Segun que la evolucién del sistema pueda o no ser determinada con antela-
cion:
e Sistemas estocasticos
e Sistemas deterministas
Cuando se conocen exactamente las magnitudes que se aplican a las entradas y leyes que
rigen la evolucién del sistema, su comportamiento futuro es predecible. Un sistema se

denomina determinista cuando, dentro de ciertos limites, su comportamiento futuro es
predecible y repetible.

De otro modo el sistema se denomina estocdstico, por contener variables aleatorias.

» Localizacion de los parametros:
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e Sistemas de parametros concentrados

e Sistemas de parametros distribuidos

En los primeros los parametros se suponen concentrados en puntos concretos del sistema
mientras que en los segundos estan distribuidos espacialmente.

Ejercicio 1.5.1 En los siguientes sistemas de control identificar las entradas y salidas e indicar
cémo se controlan y como obtiene la respuesta.

s Fuerza actuando sobre una masa
= Bicicleta

Climatizador de un automovil

Maéquina tragaperras

= MAquina herramienta funcionando con un autémata.

Ejercicio 1.5.2 Poner ejemplos de otros sistemas de control y repetir con ellos el ejercicio
anterior.

1.6. Modelo de funcion de transferencia

El modelo matematico de funcién de transferencia se obtiene aplicando la transformacién de
Laplace a las ecuaciones diferenciales que modelizan un sistema lineal de parametros constantes.
Si el sistema es monovariable la ecuacién diferencial que lo describe es de la forma (?7?):

(n) . .
an Y (1) + ...+ a2fi(t) + ary(t) + aoy(?)
(m) . .
=by w (t)+ ...+ bati(t) + bra(t) + bou(t)
Apliquemos la transformacién de Laplace a las variables u(t) e y(t):

Llu(t)] = U(s)
Lly®)] =Y (s)

Para hallar la transformada de Laplace de la ecuacién diferencial (1.1) es necesario conocer los
valores de las condiciones iniciales, es decir, los valores de la funcién y de sus derivadas desde
primer orden hasta orden n — 1 en el instante ¢ = 0. Sean estos valores los siguientes:

.. (n=1)
Yo, Yo, Yo, Yo (1.2)

(1.1)

Aplicando la transformacién de Laplace a ambos miembros de la ecuacién (1.1) obtenemos:

an[s"Y (s) — s lyg — ... — (ny_ol)] +...
+az[s2Y (s) — syo — Po] + a1[sY (s) — yo] + aoY (s) (1.3)

=U(8)[bms™ + ...+ bas® + bys + by
Pasando los términos correspondientes a las condiciones iniciales al segundo miembro queda

Y(s)(ans™ + ...+ azs® + ars +ag) = U(s)(bys™ + ... + bas® + bys + bo) (1.4)
_ (n—2) (n—1) . :
+s" Yapyo + ...+ slan Yo 4...+ a0l +an Yo +-...+ a0+ aryo
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y haciendo
Cn—1 = AnYo

(n—2)
c1=ay, Yo +...+a2y

(n—1) .
co=an Yo —+...+ayo+ a1yo

la ecuacion puede escribirse de la forma

b S™ + ... 4 bas® + bys + by
Y(s) = = 5 Ul(s) (1.6)

anS™ 4+ ...+ a8 +ais+ ag

Cno18" L+ s+ s+ ¢

apS™ 4 ...+ a2 +a1s+ ag

(1.7)

Se define la funcién de transferencia como el cociente entre las transformadas de Laplace de la
salida Y'(s) y de la entrada U(s) del sistema cuando todas las condiciones iniciales son nulas. Es
decir

bs™ + ...+ bys® +bis+ by b(s)

G(s) = —
(5) ans™ + ...+ azs? +ars+ag  a(s)

(1.8)

Entonces la expresién de la transformada de Laplace de la salida del sistema puede escribirse

Y (s) = G(s)U(s) + % (1.9)

El polinomio denominador a(s) de la funcién de transferencia se denomina polinomio carac-
teristico del sistema. La ecuacién

ans” + ...+ ass> +a1s+ag =0 (1.10)

que resulta de igualar a cero el polinomio caracteristico se denomina ecuacion caracteristica del
sistema.

Sistemas multivariables

La generalizacién del concepto de funcion de transferencia a sistemas multivariables se realiza
por medio de la matriz de funciones de transferencia. La matriz de funciones de transferencia
de un sistema con ¢ entradas y p salidas es una matriz

[g11(s) ... g15(s) ... gig(s)
G(s) = Lan(s) o gs(5) - gials) (1.11)
01() o pi5) e ()]

cuyos elementos son funciones racionales. El elemento g;; de esta matriz denota la funcién de
transferencia existente entre la salida y; y la entrada u; del sistema:

(1.12)
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Los sistemas de ecuaciones diferenciales admiten una representacién mas general que las
dadas por los modelos de funcién de transferencia o de estado. Aplicando la transformacion de
Laplace al sistema (??) obtenemos

P(s)X(s) =Q(s)U(s)
Y(s) = R(s)X(s) + W(s)U(s) (1.13)

que se denomina descripcion polindmica del sistema

1.7. Modelo de estado
El modelo matema&tico de un sistema lineal monovariable de parametros constantes es una
ecuacion diferencial ordinaria lineal

an(t) B (6) + ..+ as(t)i () + ar(t)i() + ao(t)a(t) = u(t) (1.14)

junto con otra ecuacién algebraica

y(#) = b B () + .+ ba(DFE) + br (1)) + bo(D)z (L), (1.15)

o bien un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Entonces es siempre posible despejar la
derivada de orden méaximo y obtener una expresién de la forma

x = f(t,x), (1.16)
que suele llamarse forma normal. Haciendo los cambios x1 := x, 20 := &, x3 := I, ..., el sistema
se pueden escribir en la forma

X = Ax + Bu AeR"™"™ B e R (1.17)
y=Cx+ Du C e RP*" D e RP*4 ’
en donde
r Uy n
o u9g Y2 . .
X = u= y = i, uj; Yk € R (1.18)

t=1...n,5=1...q,k=1...p.

Tn Ug Tp

La primera ecuacién de (1.17) se llama ecuacidn de estado y la segunda, ecuacion de salida.

1.8. Linealizacion

La teoria de los sistemas lineales es aplicable a cualquier clase sistema dinamico cuyo com-
portamiento pueda expresarse en la forma

x = Ax + Bu
y =Cx+ Du

Los sistemas fisicos son en general no lineales. La mayor dificultad que surge en el estudio de
estos sistemas es que no existen clases de sistemas no lineales, mediante las cuales su estudio
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podria asemejarse al de los sistemas lineales, sino que han de ser estudiados de forma individual
y utilizando métodos particulares en cada caso. Por ello los resultados que se obtienen no son
generales sino que estan circunscritos al ambito del sistema objeto de estudio.

En muchos casos el tnico método existente para el estudio de un sistema no lineal dado,
aparte de la experimentacién en el propio sistema, es la simulacién. Los actuales paquetes de
CACSD (diseno asistido por computador de sistemas de control) permiten simular con facilidad
una gran variedad de sistemas no lineales.

Un método muy importante para el estudio de los sistemas no lineales es el de Linealizacion.
Este método permite que algunos sistemas no lineales puedan ser considerados como lineales
dentro de un entorno alrededor de cierto punto, o trayectoria, de funcionamiento. La importancia
de este método radica en que al convertir un sistema no lineal dado en otro lineal, pueden
aplicarse al mismo todos los resultados de la teoria de Sistemas Lineales con lo que su estudio
resulta sistematico y los resultados obtenidos son generales en el &mbito de los sistemas lineales.

Sea un sistema dindmico no lineal definido por el sistema de ecuaciones no lineales de primer
grado

x = f(x,t), x(to) = Xo (1.19)

donde f estd definida en algin subconjunto abierto 2 x I € R™ x R. Se dice que el sistema
descrito por (1.19) tiene un punto de equilibrio aislado x. € R™ si se cumple

1. f(xe,t) =0, vtel
2. f(x,t) #0, Vtel Vx # X, en algin entorno de x

Como x. es independiente de ¢, podemos escribir

) d
x = E(X — Xe)
= f((x — Xe) + Xe, )
= g(x —Xe,t)
para alguna funcién g. De aqui que
x = g(x), X =X — Xe (1.20)

Entonces x = O es un punto de equilibrio de (1.20). Por tanto, podemos considerar siempre el
origen como un punto de equilibrio, sin méas que realizar un simple cambio de coordenadas.

Si un sistema evoluciona con pequenias desviaciones alrededor de un punto de funcionamiento
o estado de equilibrio (x¢, up), puede admitir ser linealizado en ese punto. De forma mds general,
el sistema puede admitir ser linealizado a lo largo de una trayectoria (xo(.), ug(.)) en el espacio
de estado.

Vamos a suponer que el sistema estd expresado en forma de un sistema de ecuaciones dife-
renciales de primer grado, en general no lineales, denominadas ecuaciones de estado:

x = f(x(t),u(t),t), x € R", ueR? (1.21)

y que {xo(.),up(.)} es una solucién nominal del sistema, que representa una trayectoria en el
espacio de estado. Consideremos primeramente el caso monovariable

T = f(x(t),u(t),t), reR uelkR
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Supongamos que perturbamos la solucién de forma que
x(t) = zo(t) + dz(t), u(t) = up(t) + ou(t) (1.22)
y que las potencias (dz)?, (§u)?,i > 1, son muy pequefias comparadas con dz, du. Es decir
(6x)" = o(dz, 6u), (6u)' = o(dz,du), i>1

Derivando (1.22) tenemos ‘
z(t) = @o(t) + dz(t)
de donde '
dx(t) = @(t) — o(t)
Supongamos ahora que f(.) es lo suficientemente lisa (sin cambios bruscos) para admitir el
desarrollo en serie de Taylor

fle(),ut),t] = flzo(t),uo(t), t] + fu(t)dx(t) + fu(t)ou(t) + o(dz, du)
E(t) —2o(t) = fa(t)ox(t) + fu(t)ou(t) + o(dz, du) (1.23)
Sx(t) = fo(t)ox(t) + fu(t)ou(t) + o(dz, du)
en donde 5 5
fulty= 9 fuly= 92

En el caso multivariable f(.),x(.),u(.) son vectores. Entonces fx(.) y fu(.) son los jacobianos
Jzo, Jue de £(.) respecto de x y de u, respectivamente, que dependen de xg(.), ug(.).

gﬁ gi gﬁ gi
of oL ' Do of W Dun
X zo,u0 Ofn Ofn Wzo,u, Ofn Ofn
or1 """ Ozn 0,0 our " Oun 0,0
De esta manera se obtiene la ecuacion linealizada
ox = £, 0% + fydu (1.25)

que se puede escribir en la forma habitual
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

siendo x(t) = dx(¢), u(t) = du(t), A(t) = £.(t), B(t) = f,(t). Es importante destacar que las
matrices A y B (jacobianos) son funciones de tiempo si la solucién de la ecuacién diferencial no
es constante.

Ejemplo 1.8.1 El depésito de la figura 77?7 tiene seccidn constante de drea A; y estd lleno de
agua hasta una altura h(t) variable. El caudal ¢(¢) de salida de agua se controla mediante una
vélvula que abre o cierra el orificio de salida de area a(t).

Vamos a obtener el primero modelo no lineal, y después, el modelo lineal por linealizacién.

La energia potencial de una masa m de agua situada en la superficie, es decir a una altura
h(t) es £, = mgh( ). La misma masa de agua cuando sale por el tubo tendrd una energia cinética
E.= va( )2. Por el principio de conservacién de la energia, ambas energfas han de ser iguales,

1
E, = mgh(t) = imv(t)2 = E,,
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h(t)

q(t)

a(t)

Figura 1.3: Depésito

por lo que la velocidad de salida del agua es

v(t) = \/2gh(t).

Como el caudal de salida se obtiene multiplicando el drea a(t) de salida por la velocidad v(t)
del agua, tenemos

q(t) = a(t)v(t) = a(t)/2gh(1)
Por otro lado, el caudal ¢(t) ha de ser igual a la variacién del volumen A;h(t) de agua en el

depdésito, es decir
d dh
t) = —A1h(t) = A —
at) = At = Ay
Tgualando las dos tltimas expresiones obtenemos la ecuacion diferencial, no lineal, que es el

modelo matematico.
dh 1

P ma(t)

Vamos a hacer la linealizacién del sistema. Para ello, lo primero es escoger un punto de
funcionamiento (o estado de equilibrio). Vamos a escoger ag y ho como valores de equilibrio
para a(t) y h(t). Esto, en la practica, significard que la altura h(¢) se va a mantener con un
valor préximo a hg y que el valor del caudal ¢(t) va a ser cercano a ag. Esto mismo se puede
expresar definiendo dos nuevas variables x(t) := h(t) — ho y u(t) := a(t) — ap que representan
los “pequenos” incrementos que toman las variables h(t) y a(t) respecto del punto de equilibrio.

La funcién f de la ecuacion 1.20 es ahora

f(hsa) = = a(t)y/29h(0),

en donde h(t) y a(t) hacen el papel de x(t) y u(t), respectivamente. Las derivadas parciales de
f, respecto de h y respecto de u, en el punto h,, ag, nos dan los parametros de la linealizacién.
Derivando f respecto de h, tenemos

of _ 1 2ga _ 9wy
oh ho a0 A 24/2gh ho a0 A1/2ghy ’

2gh(t)
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y, derivando f respecto de a,
of
Oda

= i\/2gho = B.
Ay

ho,ao
Con esto, ya tenemos el modelo linealizado en hg, ag respecto de las variables z(t) y a(t):

{ i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Obsérvese que para obtener el modelo hemos supuesto (implicitamente) que no hay pérdidas de
energia por rozamiento.

1.9. Transformaciones entre modelos

En las anteriores secciones hemos visto las expresiones habituales de los modelos matematicos
de los sistemas de tiempo continuo. El modelo mas general, valido para sistemas lineales y no
lineales, es el modelo de ecuacion diferencial. Los sistemas lineales admiten el modelo de estado
y, si son de coeficientes constantes, el modelo de funcion de transferencia o, més general, el
modelo denominado representacion polinomial.

La preguntas que surgen inmediatamente son que, dada la representacién de un sistema en
uno de los modelos, jes posible obtener su representacién en otros modelos? Si la respuesta a
esta pregunta es afirmativa, ;como se pasa de unos a otros modelos?

Ecuacién diferencial — funcion de transferencia

La obtencion del modelo de funcion de transferencia a partir del modelo de ecuacion dife-
rencial lineal y de coeficientes constantes se realiza de modo inmediato, como hemos visto en la
seccion (1.6), aplicando la transformacién de Laplace a la ecuacién diferencial (1.1), suponiendo
condiciones iniciales nulas:

(n) . .
an Y (1) + ...+ a2§i(t) + ary(t) + aoy(?)

— b (1) 4+ boii(6) + bria(t) + bou(t)

con lo que se obtiene la funcién de transferencia (1.8)

bns™ + ...+ bas® +bis+ by b(s)
G(s) = — 5 =
aps” + ...+ ags? +a1s+ay  a(s)

Como puede verse, si exceptuamos las condiciones iniciales, la funcién de transferencia contiene
exactamente la misma informaciéon que la ecuacién diferencial. Los coeficientes de constantes
a;,bj, i=0,...,n, j=0,...,m de la ecuacién diferencial son los coeficientes de los polinomios
denominador a(s) y numerador b(s) de la funcién de transferencia G(s).

La transformacion inversa, de funcién de transferencia a ecuacién diferencial, se obtiene
aplicando la transformacién inversa £~! de Laplace a la expresion

X(8)(bpns™ 4 ...+ bos® + bys +bg) = Y (8)(ans" + ... + azs® + a1s + ag)

En el supuesto de unicidad de la transformacién inversa £~! de Laplace, el resultado vuelve a
ser la ecuacién diferencial (1.1)
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Ecuaciéon diferencial — ecuaciones de estado

Este paso, como ya se ha indicado en la seccién (1.14) consiste en obtener el sistema en forma
normal equivalente a la ecuacion diferencial dada.
Funcidon de transferencia — ecuaciones de estado

El paso del modelo de estado al de funcién de transferencia se realiza aplicando la transfor-
macion de Laplace a las ecuaciones de estado del sistema. El paso inverso, del modelo de funcién
de transferencia al de estado se denomina realizacion.

Obtencion de la matriz de transferencia a partir del modelo de estado

Sea un sistema dindmico cuyo modelo de estado viene dado por las ecuaciones

x = Ax + Bu

y =Cx+ Du (1.26)

en donde x e R", ue RY, y e RP, A e R"™" B e R"4 C e RP*" D e RP* Apliquemos la
transformacion de Laplace a la ecuacién de estado

s, X(s) = AX(s) + BU(s)
sI,X(s) — AX(s) = BU(s)
(sI, — A)X(s) = BU(s)

La matriz s, — A es un haz regular de matrices, o matriz polinémica de grado uno. Es decir,
es una matriz cuyos elementos son polinomios cuyo grado maximo es uno. Esta matriz se llama
matriz caracteristica del sistema. Su determinante |sI — A| se llama polinomio caracteristico del
sistema y es siempre distinto de cero por lo que esta matriz es siempre invertible. Por tanto

podemos poner
X(s) = (sI, — A)"'BU(s) (1.27)

Apliquemos ahora la transformada de Laplace a la ecuacién de salida, segunda ecuacién de(1.26)
Y(s) =CX(s)+ DU
Sustituyendo (1.27) en esta ecuacién queda
Y(s) = C(sl, — A)"'BU(s) + DU

con lo que la matriz de transferencia es

G(s) = =C(sl,—A)'B+D

Realizacion

La obtencién del modelo de estado a partir del modelo de matriz de transferencia se llama
realizacion. Esta denominacion se debe a que la informacién suministrada por el modelo de
estado, que contiene datos sobre la estructura interna del sistema, se encuentra mas préxima
a la realidad que la dada por el modelo de funcién de transferencia que sélo se refiere a la
relacién entre la entrada y la salida del sistema. Como veremos mas adelante, a partir de las
matrices A, B,C, B, que definen un modelo de estado dado, puede obtenerse inmediatamente
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el denominado diagrama de simulacion. FEste diagrama contiene toda la informacién necesaria

para construir un sistema fisico (analégico o digital) que responde al modelo de estado dado.

Por ello, por conveniencia, se suele llamar realizacion a la cuaterna de matrices A, B,C, D.
Dada la realizacién A, B, C, D de un sistema cuyo modelo de estado

x = Ax + Bu

y =Cx+ Du (1.28)

corresponde a la matriz de transferencia G(s), es decir que G(s) = C(sI,, — A)~!B+ D, podemos
escribir otra realizaciéon haciendo el cambio de base

x = Px, |P| £0 (1.29)

en el espacio de estado. Sustituyendo en (1.28) x por PX obtenemos como modelo de estado

transformado: ) _ _
x =P 1APx+ P7'Bu= Ax + Bu
y = CPX+ Du= Cx+ Du

Obsérvese cémo al hacer un cambio de base en el espacio de estado hemos obtenido una nueva
realizacién definida por las matrices A, B, C, D. Parece 16gico pensar que un cambio de base no
deberia de afectar al comportamiento dindmico entrada-salida del sistema y, en efecto, asi ocurre.
Es facil ver que las matrices de transferencia y los polinomios caracteristicos de las realizaciones
A, B,C,D vy A,B,C, D son idénticos.

Existen, por tanto, infinidad de realizaciones de una matriz de transferencia G(s), ya que
podemos definir infinitas matrices P de transformacién. La transformacion del vector de estado
definida en (1.29) se llama transformacidon de semejanza ya que la matriz de planta A del modelo
de estado original y P~ AP del transformado son semejantes.

De las infinitas posibles realizaciones de una determinada matriz de transferencia G(s),
definidas cada una de ellas por sus matrices A, B, C, D, hay algunas, denominadas candnicas,
que tienen una forma especial y que corresponden a ciertas configuraciones con nombre propio del
sistema fisico a ellas asociado. Son las formas candénicas denominadas controlador, observador,
controlabilidad, observabilidad y diagonal.

Veamos cémo son las formas candnicas correspondientes a una funcién de transferencia dada
G(s) (caso monovariable). Supongamos que el polinomio caracteristico de G(s) es monico, es
decir, el coeficiente del término de grado n-simo es 1, y que G(s) es estrictamente propia.
Entonces la funcién de transferencia se puede escribir de la forma

(1.30)

brs" 1+ bys™ 2 4 b5 + by
Gls)= -2 1028 T o5t (1.31)

s+ a8+ ags" 2+ ...+ a,_15+ ay

Obsérvese que los coeficientes a;, b; de los polinomios numerador y denominador aparecen en
orden inverso al habitual.
Las matrices que definen la forma canénica controlador de G(s) son

—a1 —as ... —Qp_1 —Gn 1

1 0 0 0 0

Acr = 0 1 0 0 B = 0
: (1.32)

| 0 0 1 0 | 10]
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Las matrices que definen la forma canénica observador de G(s) son

—a; 1 0 .0 by
—az 01 .0 bo
Aor = .0 By =
—p_1 0 0 ... 1 b1 (1.33)
| —a, 00 ... 0 by |
Cop=[100 ... 0 Do, = [0]
Las matrices que definen la forma canénica controlabilidad de G(s) son

0 0 —ay 1
1 0 —Qp—1 0
Ag = 1 0 —an—2 Beq = 0
o T : (1.34)
_O 0o ... 1 —al i _0_
Ceg= 01 fo Brn-1 Bn] Deg=[0]
Las matrices que definen la forma canénica observabilidad de G(s) son
[0 1 0 0 ] [ By ]
0 0 1 0 B2
Aod = 0 Bod =
0 0 0 ... 1 Br-1 (1.35)
__an _an—l _a2 _al_ L ﬁn .
Coa=1[1 0 0 ... 0 Doq = [0]

Los nameros (1, (o, . . ., By que aparecen en las dos ultimas formas canodnicas, controlabilidad
y observabilidad, son los denominados pardmetros de Markov, cuyo valor viene dado por

[ 1 0 0 0]

A a1 ... 0 o0]|™
fa . . | b
ﬂn—l an_z an_g . . 1 0 bn—l
Bn by

[an-1 an—2 ap 1}

Por 1ultimo, las matrices de la forma candnica diagonal correspondiente a una realizacién definida
por sus matrices A, B, C, D, estd definida por la transformacién P que pasa la matriz de planta
a su forma diagonal. Si los valores propios de A son todos distintos, la transformacién P es una
matriz cuadrada cuyas columnas son los vectores propios de A. Las nuevas matrices, por (1.30)
son: .
A=P AP = diag[)\l, )\2, ey )\n}
B=pP'B, C=CP, D=D
Si la matriz A tiene valores propios repetidos, la matriz P es la que transforma A en su forma
canénica de Jordan.

(1.36)



Capitulo 2

Respuesta temporal

2.1. Diagramas de bloques

Un diagrama de bloques es un conjunto de rectangulos o bloques, cada uno de los cuales
representa un componente del sistema, enlazados entre si a través de flechas que representan a
variables del sistema.

u(s) Y(s)

G(s)

H(s)

Figura 2.1: Diagrama de bloques de un sistema de regulacién

Los diagramas de bloques utilizan cuatro elementos bésicos en sus esquemas:

1. Flecha: Representa a una variable del sistema. Sobre la misma se indica la correspondiente
variable. En la figura 2.1, U(s) e Y (s) son dos variables.

2. Bloque: Representa a un componente del sistema. Es un rectangulo dentro del cual se
indica la correspondiente funcién de transferencia. Tiene una variable de entrada y otra
de salida, representadas por dos flechas, de forma que la variable de salida es el producto
de la variable de entrada por la funcién de transferencia. El bloque G(s) de la figura 2.1
representa a un componente del sistema identificado matematicamente por su funcién de
transferencia G(s). La variable de entrada es E(s) y la de salida Y'(s) , de manera que,

3. Punto de suma: Representa la operacién de suma o resta entre varias variables. Se
representa por un circulo con varias variables de entrada y una de salida, siendo esta tltima
igual a la suma algebraica de todas las variables de entrada. Los signos de esta suma deben

21
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indicarse en cada variable si son negativos. En la figura 2.1 se suman algebraicamente las
variables U(s) e R(s) siendo E(s) el resultado, es decir,

4. Punto de bifurcacién: Una flecha, que representa a una variable, se puede bifurcar
en varias, cada una de las cuales representa a la misma variable. Se representa por un
punto grueso. En la figura 2.1 la variable de salida Y'(s) se bifurca en dos, en el punto de
bifurcacién indicado.

El diagrama de bloques permite representar un sistema de regulacién incluyendo todos sus
componentes y especificando la funcién de transferencia de cada uno de ellos. Cuando el niime-
ro de componentes es elevado puede resultar conveniente realizar agrupamientos entre varios
bloques para simplificar el esquema. Por otro lado suele ser necesario obtener funciones de
transferencia globales de un conjunto de bloques, o incluso de todo el diagrama, para efectuar
posteriores procesos de calculo. Existen una serie de reglas, derivadas de los teoremas del algebra
elemental, que sirven para simplificar los diagramas de bloque, obteniendo un bloque tinico y su
correspondiente funcién de transferencia, a partir de otros varios.

El bloque es un elemento multiplicativo: la variable de salida de un bloque es igual a la
variable de entrada al mismo multiplicada por su funcién de transferencia. Por otro lado, las
variables se suman algebricamente en los puntos de suma. Por tanto, podemos aplicar a los
diagramas de bloques las propiedades algébricas de la suma y el producto, tales como:

= Propiedad conmutativa del producto y de la suma.

= Propiedad asociativa del producto y de la suma.

Propiedad distributiva del producto respecto a la suma.
= Elementos neutros de la suma y del producto.
= Elementos simétricos de la suma y del producto.

En las tablas 2.1 y 2.2 se muestran algunas de estas reglas que, sin ser las tnicas, pueden
resultar de utilidad para simplificar los diagramas de bloques. En cada fila de la tabla se ha
representado el diagrama de bloques original, en la primera columna, y el diagrama equivalente
o simplificado en la segunda.

Diagrama de bloques del modelo de estado
Sabemos que el modelo de estado de un sistema dindmico es

z(t) = Axz(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

en donde x € C", u € C?, y € CP. Aplicando la transformada de Laplace, supuestas nulas las
condiciones iniciales, obtenemos

sX(s) = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s) (2.1)



2.1. DIAGRAMAS DE BLOQUES

Diagrama de blogues

Diagrama equivalente

X U \Y
Y Z
U X Y
— G, > G, —>
U Y
G,
G,
U Y
—> G >
Y
L >
U Y

Y

— > GG, —>

116G —>

Cuadro 2.1: Simplificacién de diagramas de bloque
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Diagrama de bloques Diagrama equivalente
Y U Y
G |——> —> G
\%
—> G

C C
<

“
|

Y U Y
B — e G ——
\Y

— 1/G

Y U Y
> —> 1/H G > H >
Y U G Y
> —_— e
1+GH
Y U G Y
> —> >
1+G

G

Cuadro 2.2: Simplificacién de diagramas de bloque
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que es el modelo transformado. Este modelo de estado transformado puede representarse me-
diante un diagrama de bloques en el cual U(s) es la entrada, Y(s) la salida y X(s) el estado,
las tres transformadas por Laplace. Por ser estas variables son multidimensionales, se acos-
tumbra a representarlas mediante flechas mas gruesas que las que se utilizan para los bloques
monovariables [Ogata 82, sec. 14.2]. En la figura 2.2 se ha representado el diagrama de bloques
correspondiente a 2.1.

U(s) sX(s)| 1 X(s) Y(s)

Figura 2.2: Diagrama de bloques del modelo de estado

2.2. Grafos de flujo de senal

Cuando los sistemas son de cierta complejidad, el método de representacion por diagramas de
bloques puede resultar laborioso en su construccién y més atn en la tarea de simplificacién para
obtener las funciones de transferencia, puesto que las reglas de simplificacién de los diagramas
de bloque no son sistematicas. El método de los grafos de flujo de senal resulta entonces mas
adecuado, por su mayor simplicidad y por disponer de una formula para la obtencién de las
funciones de transferencia [Ogata 82, sec. 4.7].

uU(s) T (S) Y(s)
U(s) T(s) Y(s)
@ > @

Figura 2.3: Rama entre dos nodos

Los grafos de flujo de senal tienen tinicamente dos elementos, que se indican a continuacién:
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1. Arista: Es un segmento de linea orientado que discurre entre dos nodos. Corresponde
a un componente del sistema definido por su funcién de transferencia o transmitancia.
Es equivalente al elemento bloque de los diagramas de bloque. En la figura 2.3, se ha
representado una rama, con transmitancia 7'(s), entre los nodos correspondientes a las
variables U(s) y Y (s), y su diagrama de bloques equivalente. Se cumple que

2. Nodo: Es un pequeno circulo y corresponde a una variable del sistema. El valor de la
variable de un nodo es igual a la suma de los productos transmitancias de todas las ramas
que entran al nodo, multiplicadas por las variables correspondientes a los nodos de los que
parten. El nodo sustituye a la flecha de variable, al punto de suma y al punto de bifurcacién
de los diagramas de bloque. Asi, en la figura 2.4, el valor de la variable y es

Y =UiT1 + UTs + UsTs

Uy

Uj(s) @

Y(s)

Uy(s)

Figura 2.4: Nodo con tres ramas de entrada

En los grafos de flujo de senal la suma algebraica de variables se realiza mediante transmi-
tancias unitarias con signo positivo o negativo. Por ejemplo, en la figura 2.5,

X=U,-Us+Us

El punto de bifurcacién de los diagramas de bloque se realiza también mediante una transmi-

tancia unitaria, como puede apreciarse en la figura 2.6, en la que la variable U se bifurca a otros
tres nodos.

Formula de la ganancia de Mason

El diagrama de bloques y el grafo de flujo de senal contienen la misma informacién: ambos
describen conjunto de ecuaciones lineales entre las variables del sistema. Las funciones de trans-
ferencia determinan las relaciones existentes entre cada salida y cada una de las entradas. La
formula de la ganancia de Mason viene a ser un caso particular de resolucién de sistemas de
ecuaciones por aplicacion de la regla de Crammer. Para aplicar la formula de Mason es preciso
realizar las definiciones siguientes:
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U6s)

U(s) @

Y(s)

Uy(s)

Figura 2.5: Suma algebraica de variables

Y(s)
1
T(s) 1
u(s) Y(s)
1
Y(s)

Figura 2.6: Realizaciéon de un punto de bifurcacion

1. Trayectoria: Es cualquier camino, recorrido en el sentido indicado por las flechas de las
ramas, entre un nodo de entrada y otro de salida, que pase s6lo una vez por cada nodo.
Se denomina ganancia de trayectoria al producto de las transmitancias de todas las ramas
de la trayectoria.

2. Ciclo: Es cualquier camino cerrado, recorrido en el sentido indicado por las flechas de las
ramas, que pase sélo una vez por cada nodo. Se denomina ganancia de lazo al producto

de las transmitancias de todas las ramas del lazo. Sean Pp, Ps,..., P, las ganancias de
todas las trayectorias existentes entre un nodo de entrada P y otro de salida @), y sean
Li, Lo, ..., L, las ganancias de todos los lazos del grafo.

La funcién de transferencia Top = Yo /Up dada por la férmula de Mason es:

PiAL + P A+ ...+ PA,
TQP = A

siendo A el determinante del grafo de flujo de senal (con més propiedad de la matriz asociada
al grafo) y A1, Ao, ..., A, los cofactores correspondientes a cada una de las trayectorias.
El determinante A del grafo se obtiene mediante la expresién siguiente (férmula de Mason):

A=1-Y L+ LLj—Y LiLjLg+... (2.2)

enla que ) L; es la suma de las ganancias de todos los ciclos, > L;L; es la suma de los productos
de las ganancias de todas las combinaciones posibles de dos ciclos disjuntos, > L;L; L, es la suma
de los productos de las ganancias de todas las combinaciones posibles de tres ciclos disjuntos,
etc.
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El cofactor A; de una trayectoria P; se obtiene eliminando de la expresién (2.2) del determi-
nante del grafo, los términos en los que aparezcan ciclos que tocan a la trayectoria.

2.3. Calculo de la respuesta temporal

La respuesta temporal de un sistema es el conjunto de valores que toma su salida en funcién
del tiempo cuando al mismo se aplica una entrada dada. Los términos entrada y salida se refieren
a una variable (sistema monovariable), o a varias (sistema multivariable). Existen varios métodos
de obtencién de la respuesta temporal, de los que mencionaremos los siguientes:

U(s) Y(s)

> G(S) >

Figura 2.7: Funcién de transferencia de un sistema

1. Resolucién de las ecuaciones diferenciales.

Una vez obtenido el modelo mateméatico por medio de ecuaciones diferenciales pueden
aplicarse los métodos mateméaticos de resolucién analitica las mismas para hallar la res-
puesta. De este método derivan los métodos basados en la transformada de Laplace, para
el caso de sistemas lineales, y los basados en la integraciéon numérica de las ecuaciones
diferenciales, validos para sistemas lineales y no lineales.

2. Métodos basados en la transformada de Laplace.

La aplicacién transformada de Laplace suministra un método de resolucién de las ecuacio-
nes diferenciales lineales, ya descrito anteriormente, que permite obtener la salida (trans-
formada) de un sistema multiplicando la entrada (transformada) por la funcién de trans-
ferencia (Figura 2.7).

3. Resolucién de las ecuaciones de estado.

El método de obtencién de la respuesta y(t), dada la entrada u(t), es el siguiente:

) Hallar G(s) a partir de las ecuaciones del sistema fisico.
b) Hallar U(s) = L[u(t)]
) Hallar Y(s) = U(s)G(s)
) Hallar y(t) = LY (s)] = LU (5)G(s)]
A partir de éste método general se han desarrollado diferentes variantes en funcién, sobre

todo, del procedimiento empleado para realizar el apartado 3d, es decir, el calculo de la funcién
antitransformada de la funcién Y (s).
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Método de la integral de convolucién

Este método [Ogata 82, sec. 6.1] consiste en aplicar la propiedad de convolucién de la trans-
formada de Laplace cuya expresion es,

LIf1(t) @ fa(t)] = Fi(s)Fa(s) (2.3)

siendo ® la operacion de convolucion definida por la expresion:

£1(t) ® falt) = / fit = 1) falr)dr = / f1(7) folt — 7)dr

Si la entrada u(t) es un impulso de Dirac aplicado en ¢ = 0 es decir u(t) = 6(t), entonces U(s) = 1
y la respuesta y(t) se denomina respuesta impulsional del sistema o funcién ponderatriz. Su
expresion es

y(t) = L1.G(s)] = g(t)

La funcién ponderatriz es la transformada inversa de Laplace de la funcién de transferencia.
Conocida la funcién ponderatriz g(t) puede hacerse el cédlculo de la respuesta a una entrada
cualquiera u(t) aplicando la propiedad (2.3):

y(t) = LU (s)G(s)] = u(t) ® g(t)
es decir .
1) = [ gt = ryar

Este método puede utilizarse cuando no resulta ficil obtener el modelo matemaético del sistema
y puede obtenerse la respuesta impulsional por algin método experimental. también se utiliza
en el andlisis y disenio de los sistemas discretos.

Método de integracion compleja

Consiste en aplicar la definicion matematica de la transformada inversa de Laplace para
hallar la respuesta:

o+joo
o)=L = o [ v(eas
o—joo

Aunque no se utiliza en la practica del calculo de la respuesta, por existir otros procedimientos

mas simples, la integracién compleja constituye la base matematica de los métodos basados en
el calculo de raices y residuos que vamos a ver a continuacién.

Método de descomposicion en fracciones simples

Como sabemos, si el sistema es lineal, monovariable y de pardmetros concentrados, la funcién
de transferencia G(s) es una funcién racional en s:

Si la entrada es u(t) y su transformada de Laplace es U(s), la expresion de la transformada de
Laplace Y (s) de la salida, en el caso de condiciones iniciales nulas, es

bm5m+...+b15+b0
ans™+ ... +a1s+ ag

Y(s) =U(s)G(s) = U(s) (2.4)
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es también una funcién racional de la forma

Y(s) = (2.5)

en donde N(s) y D(s) son polinomios es s.

Dado que las funciones racionales admiten siempre una expansion en fracciones simples, la
expresion (2.5) puede expresarse como suma de fracciones simples [Ogata 82, sec. 2.4]. Para ello
hallaremos las raices si,s2, s3,...,S, del denominador D(s). Si D(s) es ménico, Y (s) puede
escribirse en la forma

N(s)

Y = G =G - =)

(2.6)

Segin que las raices de D(s) sean simples (todas distintas) o multiples, la expansién en fracciones
simples de la expresién (2.5) es diferente.
Raices simples

Si las raices son simples (reales o complejas) la expresién (2.5) admite la siguiente descom-
posicién en fracciones simples:

K Ko K K,

Y(s) = + + ot (2.7)
s—8 S—S2 S—S3 S — Sy
en la cual los nimeros K1, Ko, K3, . .., K, se llaman los residuos de la funcién Y (s) (ver Apéndice
sobre Variable Compleja) y se obtienen por la férmula
N(s)
K; = — s 2.8
' [D(S) (& SZ)} s—s; 28

La obtencién de la respuesta y(t) resulta trivial, ya que la funcién antitransformada de cada
sumando de la expresién (2.7) es conocida. Por tanto

y(t) = K1e®' 4+ Koe®! + Kze%' + ... + Ke*' (2.9)

Si hay raices complejas puede obtenerse una expresién alternativa a la (2.8) para cada par de
raices conjugadas. Sean s;, s; un par de raices complejas conjugadas

$ =0+ jw, 8§ =0—jw

Puede verse facilmente que los residuos correspondientes K;y K, calculados por la férmula (2.8),
Ki=A+jB, Kj=A-jB

son también complejos conjugados. Pasando a coordenadas polares, los residuos se escriben,
Ki=M/0, Kj=M/Z~-0

y en forma exponencial, ‘ ‘
K;=Mé°? K;=Me° (2.10)

siendo M el médulo y 0 y el argumento de los residuos.
La parte y.(t) de la respuesta, dada por (2.9), asociada a éste par de raices complejas con-
jugadas es
Yo(t) = Kie¥i' + Kje"
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Sustituyendo los valores de K; y K; dados por (2.10) queda
Ye(t) = Ml i@t 4 Nfemifelo—iw)t
y operando,
yc(t) — Meot [ej(wt+9) + efj(thrO) (211)

pero
eti(wt+0) — cos(wt + 0) + jsin(wt + 0)
e—J(wt+0) — cos(wt + 9) —J sin(wt + 9)

Sustituyendo en (2.11) resulta
ye(t) = 2Me?" cos(wt + 6) (2.12)

Raices multiples

Si el polinomio D(s) tiene raices multiples la expansién de Y (s) en fracciones simples difiere
de la dada por (2.7). Sea s; una raiz repetida r veces (grado de multiplicidad r) y sean las otras
raices, si, S2,. .., Sp, todas ellas simples. La expresién de Y (s) es ahora

N{(s)

(s —s1)(s—52)...(s =55)"...(s —5p)

Y(s) =

Entonces la expansién de Y (s) en fracciones simples es de la forma

LI I 2__ 4 o4 4

Y=y (=) (=P (5= 55" 5= sn

(2.13)

Para hallar los residuos correspondientes a las raices simples sigue siendo valida la expresién
(2.8), mientras que para los residuos Kj , Kj,,..., Kj, , asociados a la raiz multiple s;, deben
aplicarse las férmulas siguientes:

Kj, = [D(S) (s — Sj)r]

i = (g [oge-r])
K, . %{j—;[%(“sj)r]}”

Kj, : (r_ll)y {j;ll [gg (5= Sj)r] }ss

(2.14)
La respuesta y(t), antitransformada de Laplace de la expresion (2.13), es:

y(t) = Kie®'' 4+ Koe®?' + Kze®! + . + K,e!
+Kj165jt + tKjgesjt + ...+ trilKjresjt (2.15)
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Calculo de las raices, residuos y respuesta por ordenador

Cuando el polinomio denominador D(s) de la funcién Y (s) es de segundo grado, las raices se
obtienen por la férmula de la ecuacién de segundo grado. Si es de grado superior al segundo puede
aplicarse el método de Ruffini, cuando las raices son enteras, pero, en general, se debe recurrir
al empleo de métodos numéricos. Dada al actual disponibilidad de ordenadores personales, el
calculo de las raices por métodos numéricos es quizas el método adecuado, ya que, ademas,
pueden utilizarse los recursos del computador para efectuar otros cédlculos, tales como residuos,
respuesta temporal etc., asi como para realizar todo tipo de representaciones graficas.

2.4. Sistema de primer orden

Sabemos que el orden de un sistema con funcién de transferencia G(s) = b(s)/a(s) es el
grado del polinomio a(s) denominador de G(s) [Ogata 82, sec. 6.3]. La funcién de transferencia
de un sistema de primer orden estrictamente causal se puede escribir en la forma

A
s+ a

G(s) =

Su diagrama de bloque puede verse en la figura 2.8. Vamos a analizar dos casos, correspondientes

U(s) . A Y(s)

EE— >

Figura 2.8: Diagrama de bloque de un sistema de primer orden

a entrada impulso y a entrada escalén, con condiciones iniciales nulas.

Entrada impulso. Respuesta impulsional

Si u(t) = 4(t), impulso de Dirac, hallamos su transformada de Laplace U(s):

La respuesta temporal, dada por (2.17) es
y(t) = Ae™® = Ae~t/7

El pardmetro 7—1/a se llama constante de tiempo del sistema de primer orden. En la figura 2.9
se ha representado la respuesta impulsional de un sistema de primer orden.
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Respuesta impulsional

1 T T T
0.9r
0.8-
0.7r
0.61
0.5F \
0.4r
0.31 \
0.2r

0.1 \

Figura 2.9: Respuesta impulsional del sistema de primer orden

Entrada escalon unitario

Si la entrada al sistema es el escalén unitario, u(t) = 1(¢), su transformada de Laplace es

A
Y(s) =U(s)G(s) S5t a)
Para hallar la respuesta temporal a partir de
A K K
V()= =t =2

s(s+a) s  s+a

hemos de calcular los residuos mediante la formula (2.16):

Una vez hallados los residuos, la respuesta dada (2.17) es

t:___ftlt
y(t) =———e

4.5

33

En la figura 2.10 se ha representado la respuesta a una entrada escalén de un sistema de primer

orden.
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Respuesta al escalon
1 T T T T

0.6

0.51 /

0.4-

03F

0.2

0.1-

Figura 2.10: Respuesta al escalén del sistema de primer orden

Cuando las condiciones iniciales no son nulas, no es aplicable la ecuacién (2.4) sino que hemos
de recurrir a la (1.7). En el caso del sistema de primer orden con m = 0, n = 1, la ecuacién
diferencial del sistema (?7) se escribe,

a1y + agy = bou

Aplicando la ecuacién (1.7), tenemos

bo . a1y(0)
a1s + ag a1s + ag

Y(s)=U(s)

Dividiendo numerador y denominador de (2.44) por a; y haciendo by/a; = A, ap/a1 = a queda,

AL )

Y() =V 2o+ 5

A partir de esta ecuacién se puede determinar facilmente y(¢) conociendo u(t).

2.5. Sistema de segundo orden

El polinomio caracteristico de un sistema de segundo orden es de segundo grado [Ogata 82,
sec. 6.4]. La funcién de transferencia tiene la forma para m =1, n = 2:

bls + bo
ass2 + a1s + ag

G(s) =

Vamos a estudiar en primer lugar el caso en que b = 0, cuya transmitancia se suele expresar:
2
wn

82 + 28wps + w2

G(s) =
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u(s) w2 Y(s)

n

2 2
s + ZEoons + W,

Figura 2.11: Diagrama de bloque de un sistema de segundo orden

siendo w2 = ag/ag, 26w, = ai/az. El pardmetro w, se llama frecuencia natural del sistema
mientras que ¢ se denomina coeficiente de amortiguamiento. Su diagrama de bloque puede verse
en la figura 2.11 Analizaremos dos casos, correspondientes a entrada impulso y a entrada escalon,
con condiciones iniciales nulas.

Entrada impulso. Respuesta impulsional

Si u(t) = 4(t), impulso de Dirac, hallamos su transformada de Laplace U(s):
Us) = L[o()] =1

por tanto Y'(s), transformada de Laplace de su salida es

w2

Y(S) = U(S)G(S) = 2 + 25(;;5 + w2

Las raices de la ecuacion caracteristica son:

51,2 = —fwn :I:jwn\/ 1-— {2

Para hallar los residuos aplicamos la formula (2.16):

2

K = “n (5 + Ewn — jwn /1 — €2)

52 + 2500715 + (JJ%

s=51

de donde resulta

w2 *jwn

K, = “

s+ €wn+jon/T-8| _ 21—

- 9 -
W,
K2: n =

_SJFfwn*jwn\/l*éZ_S:Sl 2\/1*52

Wn

;0=
2,/1 —¢2 2

Del mismo modo

En coordenadas polares,

con lo que los residuos se expresan

K, = L’ il
2,/1 — €2 2
Ky — Wn, T

—, <7,
2,/1 — &2 2
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y la respuesta temporal se obtiene ahora aplicando la férmula (2.12):

y(t) = \/%—eeg“’”t sin (wn\/ 1-— 52) t

FEn la figura 2.12 se ha representado la respuesta impulsional del sistema de segundo orden.

Respuesta impulsional

3 T T T

Figura 2.12: Respuesta impulsional del sistema de 22 orden

Entrada escalon unitario

Si la entrada al sistema es el escalén unitario, u(t) = 1(t), su transformada de Laplace U (s)
es,

Uls) = £I1(1)] =
por tanto Y'(s), transformada de Laplace de su salida es,

wn
(82 4 2€wys + w?)

Y(s) = U()G(s) = -

Las raices de la ecuacién caracteristica son ahora,

s1 =0, $23 = —&wn + Jjwpy/1 — 52

Calculemos los residuos, por la formula (2.16):

_ 2
K = n s—0 =1
! | s(s2 +2§wns+w%)( )} -0
[ w? 1 jé
Ky = n s—s = —=
2 | s(s% 4 28wy s + w%)( 2)] o= 2 2,/1-¢
[ w2 1 g€
Ky = n 5s—s = -
’ | 5(s? + 2€wns + W%)( 3)] mss 2 2/1-¢2



2.5. SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN 37

El médulo y el argumento de Ky son

1 1
M = ———
2 \/1-¢2
§ = —arctan

1-¢2
En coordenadas polares,
Ky=MZ0, Ks=M/L—-0
La respuesta temporal se obtiene aplicando las férmulas (2.12) y (2.9):
1

y(t) =1+ N et cos(wny/1 — €2 t+0))

Im
SZ
Wn
®
a \
Re
S3

Figura 2.13: Situacién de las raices complejas conjugadas

A veces interesa indicar la respuesta en funciéon del dngulo correspondiente a las raices
complejas conjugadas. Dichas raices son

52,3 = —&wn £ Jwpy/ 1 — 52

de donde
/1 _ 2
¢ = — arctan 75
Pero como
0 = — arctan L,
V1-—¢&2
ha de ser
0 =90° — ¢.

Si introducimos una nuava variable «, tal que a + ¢ = 180°, tenemos

9 =90—¢=90— (180 — a) = o — 90,
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y ello nos permite expresar la respuesta en funcién de a.

y(t) =1+ \/%—52 et cos(wpy/1 — €2 t+ o — 90°))

1
=1- 17526_&)"': sin (wp\/1 — &2t + «).

Es interesante la interpretacion grafica de la figura 2.13. Las raices so y s3 se hallan situadas
en un circulo de radio wy,, formando angulos ¢ y —¢ con el eje real; el dngulo « es el suplementario
de ¢.

En la figura 2.14 se ha representado la respuesta a una entrada escalén del sistema de segundo
orden. Si el sistema tiene condiciones iniciales no nulas se procede de igual modo que el indicado
para el sistema de primer orden, utilizando la ecuacién (1.11), y hallando la antitransformada
de Laplace de la expresién resultante.

Respuesta al escalon
1.5 T T T

0.5r J

Figura 2.14: Respuesta al escalén del sistema de segundo orden

Elemento de retraso en el tiempo

Es un componente que provoca el retraso de una senal en el tiempo. En concreto, si u(t) es
la sefial de entrada al elemento de retraso, entonces la salida y(t) es idéntica a la entrada wu(t)
aunque retrasada un tiempo dado 1. Es decir

y(t) =u(t —T)1(t - T)

;,Cual serd su funcién de transferencia?

U(s) Y(s)
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Por el teorema de traslacién en el tiempo de la transformada de Laplace sabemos que
LIf(t = T)1(t —T)] = e T F(s),
en donde L(f(t)) = F(s), asi que ha de ser
L(y(t) = L(u(t = T)LEt = T)) = e*TU(s),
por lo que la funcién de transferencia de este elemento es
Rr(s) =e T

El elemento de retraso en el tiempo aparece frecuentemente en la préactica y hace que el
sistema deje de ser lineal y que su control resulte mas dificil. Uno de los ejemplos mas tipicos
es un tubo por el que circula un fliido que transporta una senal de temperatura. En la figura
2.16 tenemos el esquema de un sistema de control de calefaccién. Funciona asi: si la medida
Om que da el termémetro es menor que la temperatura de referencia 6,y (previamente fijada)
entonces el controlador aumenta la senal eléctrica v. que envia a valvula y ésta se abre un poco
mds; en cambio, si 0 > 0., disminuye dicha senal cerrando un poco la vélvula y, si son iguales,
(0 = Orcr) la senal que envia no cambia y la valvula permanece en la misma posicién. Se trata,
pues, de un sistema de control en lazo cerrado que responde al diagrama de bloques de la figura
2.15.

Perturbacion
Ores ¢ Ve Vilvula - P
K > y » Tubo Habitacién >
Caldera

A

Termometro

Figura 2.15: Sistema de control de temperatura

Respuesta de los sistemas de orden superior

El método general de obtener la expresion de la respuesta temporal en sistemas de orden
superior es el indicado en la seccién 2.3. El célculo de raices y residuos puede resultar tedioso
para sistemas de orden superior al segundo, por lo que se hace casi imprescindible el empleo de
un computador.

La respuesta temporal de un sistema de orden superior consta de una serie de sumandos,
tal y como aparece en las expresiones (2.13) y (2.15). Como puede verse, esta formada por una
superposicion de términos asociados a los polos de la ecuacién caracteristica. Puesto que para
sistemas estables los términos exponenciales deben ser decrecientes con el tiempo, algunos de ellos
habran quedado casi totalmente amortiguados al transcurrir un pequeno intervalo de tiempo,
mientras que otros permaneceran durante tiempos mas largos. Los polos correspondientes a los
términos que mas tiempo permanecen influyendo en la respuesta se llaman polos dominantes.
Son siempre los términos asociados a las raices mas préximas al eje imaginario.

A menudo resulta conveniente hacer un andlisis simplificado de los sistemas de orden su-
perior. Este andlisis suele consistir en la sustitucién de la transmitancia del sistema por otra
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Referencia de controlador

Temperatura| Poporcional
Tubo
Aire
TermémetroU
Caldera o
Valvul Habitacion
A Valvula
Gas | \%Q |

Ventilador

Figura 2.16: Control de la temperatura de una habitacion

cuya ecuacién caracteristica sea de orden inferior, segundo o tercero generalmente, con raices
situadas en los polos dominantes de la transmitancia original. Por este motivo, el conocimiento
del comportamiento del sistema de segundo orden resulta de importancia transcendental en el
andlisis y disefio de los sistemas [Ogata 82, sec. 6.5].

2.6. Respuesta del modelo de estado

Se trata de obtener la expresién de la respuesta y(¢) de un sistema dindmico dado, conociendo
las matrices A, B, C, D que constituyen su modelo de estado

x(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

asi como la entrada o control del sistema, u(t) [Ogata 82, sec. 14.5]. La solucién de la ecuacién
diferencial del vector de estado
#(t) = Az(t) + Bu(t) (2.16)

se puede obtener por un procedimiento similar al utilizado para resolver una ecuacién diferencial
lineal de primer orden de la forma

&(t) = ax(t) + bu(t)

en la que x(t) y u(t) son funciones del tiempo. Por ello resolveremos primeramente esta ecuacion.
Tomando la transformada de Laplace tenemos:

sX(s)—z(0) = aX(s)+bU(s)
X(s)(s—a) = =z(0)+0bU(s)

X(s) = +
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La transformada inversa £~ se obtiene aplicando el teorema de convolucién:

CF(3)Fa(s)] = /0 fit = 7) falr)dr

Tomando Fi(s) =1/(s —a) y Fi(s) = bU(s) obtenemos
z(t) = Yz + t =) bu(r)dr .
(t) (0) /0 bu(r)d (2.17)

Intuitivamente podemos esperar que la solucién de la ecuacién del vector de estado (2.16) tenga
una forma parecida a (2.17) Para obtenerla utilizaremos la funcidn exponencial matricial que se

define como:

X? Xk > xk
€X:exp(X)—I —i—X—i—?—f— +?: -
k=0

en donde X € C™*" e I, es la matriz identidad de orden n. Se sabe por la teoria de funciones
de matrices que esta serie converge para todo ¢ finito y para toda matriz cuadrada A finita.

Ahora, para resolver la ecuacién diferencial del vector de estado (2.16), utilizaremos el mismo
método que nos ha servido para hallar la soluciéon de la ecuacién diferencial de primer orden.
Aplicando la transformada de Laplace al sistema

x(t) = Az(t) + Bu(t)
obtenemos
X(s) —z(0) = AX(s)+ BU(s)

X(s)(sI, —A) = z(0)+ BU(s)
X(s) = (sI, —A)~1z(0)+ (sI, — A)"'BU(s) (2.18)

Para hallar la antitransformada z(t) supongamos primero que u(t) = 0. Entonces tenemos

X(s) = (sI,—A)"'z(0)

(In - f) 0

[I +A+A2+ ..}x(())

—

® = » |

La solucién z(t) buscada se obtiene hallando la transformada inversa de esta serie:

z(t) = 1(t) [I ars A ] 2(0)

21

Supongamos ahora el caso general, es decir u(t) # 0. Aplicando el teorema de convolucién se
deduce de (2.18) que

z(t) = et (0) + /Ot A7) Bu(r)dr (2.19)

que es la solucién de la ecuacién del vector de estado.



42 CAPITULO 2. RESPUESTA TEMPORAL

Una vez conocida z(t), la respuesta temporal y(t) del sistema se obtiene inmediatamente de

(2.16) por sustitucién:
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Otra forma de obtener la solucién del modelo de estado
#(t) = Az(t) + Bu(t)
es la siguiente. Denotemos por z(t) al vector de estado, es decir
z(t) = [x1(t), ..., za(t)]F

y por f(f x(7)dr a su integral en ¢:

/otx(T)dT = [/Otl'l(T)dT, e /ot 2 (1)d7]

Consideremos primero el caso simplificado en que A = 0. Entonces la ecuacién de estado
queda reducida a

x(t) = Bu(t)
Para resolverla vamos a realizar el cambio de variable
2(t) = e Ata(t) (2.20)
Derivando esta ecuacion tenemos
) = —Ae Ma(t) + e Mi(t)
= —Ae x(t) + e A (Ax(t) + Bu(t))
e~ Bu(t)

Integrando esta ecuacién diferencial obtenemos
t
z(t) = 2(0) +/ e~ Bu(r)dr
0
y, deshaciendo el cambio (2.20),
t
e x(t) = 2(0) +/ e A" Bu(r)dr
0

ya que 2(0) = e~42(0) = 2(0). Despejando x(t) obtenemos

t
x(t) = eMz(0) + [ A" Bu(r)dr
0

que es la solucién buscada.

2.6.1. Analisis Modal

Hemos obtenido una férmula que nos permite hallar la solucién z(t) del modelo de estado,
dadas las matrices A y B y el valor z(0) de condiciones iniciales. Vamos a estudiar ahora las
relaciones que existen entre ciertas propiedades de los datos A, B y z(0) y de la solucién x(t).
Para ello hemos de repasar previamente algunos conceptos de Algebra Lineal.
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Dependencia lineal

Vamos a suponer que tenemos un sistema de n vectores columna

a1l a2 G1n
a21 a22 Q2n
a; = . ) ag = . PRI ap =
am1 am2 Amn
pertenecientes al espacio vectorial C" (a veces puede ser C™) y n escalares z1,...,x, € C. La
operacion
61171 + a12%2 + ... + A1pTn b1
az171 + a22x2 + ... + 42,7y ba
aixry + axr2 + ...+ apTy = ) =
Am1T1 + GmaTa + ... + ATy bm
se denomina combinacién lineal de a1, a9, ..., a,. En forma matricial se escribe
Ax=1b
en donde A € C™*", x € C", b € C". Si, dados aq,...,a,, existe un conjunto de escalares
Z1i,...,Tn, No todos nulos, tales que los elementos de la combinacién lineal by, bo,...,b,, son
todos nulos, entonces se dice que los vectores ai,as,...,a, son linealmente dependientes. En

caso contrario se dice que son linealmente independientes.

Un concepto estrechamente relacionado con la dependencia lineal es el de rango. Se define
el rango de una matriz A = [a;;] , como el nimero maximo de filas (o de columnas) linealmente
independientes. Resulta evidente que si disponemos de algiin procedimiento para calcular el
rango de una matriz podemos averiguar si un sistema de vectores es linealmente independiente
o no lo es.

Recordemos que la dimensién de un espacio vectorial V' es el nimero maximo de vectores
linealmente independientes en V. Si en un espacio vectorial, por ejemplo en C", tenemos n
vectores eq, €2, ..., e, linealmente independientes, éstos forman una base del espacio vectorial.

Valores propios y vectores propios

Sea A una aplicacién lineal, dada en cierta base por la matriz cuadrada A € C™**", en el
espacio vectorial C".

1. Sea A € C. Se dice que A es un valor propio de A si existe un vector z € C™, x # 0, tal que
Ax = Mz

Es importante remarcar que z ha de ser no nulo (z # 0) ya que de otro modo todo
elemento A € C seria un vector propio. Los valores propios son las raices A;,i = 1,...,n
de la ecuacién |\, — A| =0

2. Sea x € C™. Se dice que x es un vector propio de A si existe un escalar A € C tal que
Ax = Az

Cada vector propio w; es la solucion x del sistema de ecuaciones Az = \;x, en donde \;
es un valor propio, para i =1,...,n. Los vectores propios wi,...,w, se suelen denominar
vectores propios por la derecha.
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Diagonalizacion

Otro resultado conocido importante es que si una aplicacién lineal A : C" — C” tiene n va-

lores propios distintos A1, Aa, ... A,, entonces tiene n vectores propios wi, ws, . . ., w, linealmente
independientes. En este caso la matriz W = [wy, ws,...,wy,], cuyas columnas son los vectores
propios, es invertible y entonces se verifica
W AW = W lA[wi, we,. .., w,]

= W Aw, Aws, ..., Aw,]

= W_l[/\lwl, )\sz, ey )\nwn]

= diag[)\l, )\2, e ;)\n]

= A

es decir que la matriz A es semejante a una matriz diagonal A.

Las filas v, vs,...,v, de la matriz V = W~! suelen denominarse vectores propios por la
izquierda ya que, segin acabamos de ver, W YAW = A = [A\{, X, ..., \,] ¥, por tanto, W1 A =
AW es decir VA=V .

Respuesta espectral

Veamos ahora cémo podemos caracterizar la respuesta del sistema libre

t=Ax, zeC',AeC™" (2.21)
en relacién a los valores propios y vectores propios de la matriz A. Vamos a suponer que los
valores propios A1, Ag, ..., A\, de A sean todos distintos. En este caso, sus vectores propios (por
la derecha), wi,ws,...,w, son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de

C™. Entonces podemos expresar la solucién xz(t) de (2.21), por pertenecer a C", como una
combinacién lineal de los vectores de la base, es decir, de la forma

x(t) = z1(t)wy + x2()wa + . .. + () wy, (2.22)
en donde z1(t),...,z,(t) € C. Derivando esta ecuacién y sustituyendo en (2.21) queda
T1(t)wy + To(t)we + ... + Tp(t)wy, =
= A(z1(t)wr + z2(H)wa + . .. + xp(t)wy)
= Mzi1(Hwy + Aze(t)wa + ... + Apxn(t)wy,

de donde, por ser wy,...,w, linealmente independientes, se deduce que
.i'l(t) = )\1.%'1(15)
jjg(t) = )\21’2(25)

Tn(t) = Apan(t)
Las soluciones de este sistema de ecuaciones, que se obtienen de forma inmediata, son
zi(t) = 2;(0)eM, i=1,2,...,n

Sustituyendo en (2.22) obtenemos como solucién

x(t) = Zmi(O)eAiwi



Capitulo 3

Respuesta de frecuencia

3.1. Respuesta de frecuencia

Se define la respuesta de frecuencia de un sistema como la respuesta en estado estacionario
ante una entrada sinusoidal. Los métodos de analisis y diseno de sistemas basados en la respuesta
de frecuencia han sido y son muy utilizados por varias razones. En primer lugar, la facilidad de
obtencién de la respuesta y estabilidad de los sistemas por métodos graficos suponia una ventaja,
dada la escasa disponibilidad de los computadores digitales, sobre los complicados célculos con
numeros complejos exigidos por los métodos de respuesta temporal y del lugar de las raices. En
segundo lugar, los métodos de respuesta de frecuencia pueden servir para el analisis y diseno de
sistemas cuya funcion de transferencia se desconoce, por sencillas mediciones de amplitud y fase
en la entrada y en la salida, pudiendo incluso determinarse la funciéon de transferencia. Y en
tercer lugar por ser muchas de las variables de entrada a los sistemas de naturaleza sinusoidal
u ondulatoria, siendo en estos casos necesario el conocimiento de la respuesta de frecuencia
[Ogata 82].

A sin(wt) y(t)

- (s)

Figura 3.1: Sistema con entrada sinusoidal

3.2. Respuesta de un sistema a entrada sinusoidal

Vamos a considerar un sistema lineal, monovariable y estable, con funcién de transferencia
G(s), representado en la figura 3.1, al cual se aplica una entrada sinusoidal.

Para hallar la respuesta aplicamos el método de descomposicién en fracciones simples basado
en el calculo de las raices de la ecuacién caracteristica y de los residuos. En primer lugar, dada

la funcién de entrada
u(t) = Asinwt (3.1)

obtenemos

824 w?
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Por tanto la transformada de Laplace de la respuesta es

Aw

Y(s)=U)G06) = 53

G(s)

Hallando su transformada inversa obtenemos la respuesta temporal:

)= £ 6] = | 160

52 4+ w?

Por tratarse de un sistema lineal, G(s) es una funcién racional que se puede expresar como
cociente entre el polinomio N(s) y el polinomio D(s):

Las raices del denominador de Y'(s) seran las del factor s*> + w? junto con las las de D(s), es
decir,
S1 = jwv S2 = _jw7 53,84y

y, por lo tanto, Y (s) puede descomponerse en fracciones simples de la forma

K K K. K
V()= —r g —2 4 28 4 2 4 (3.2)
S—jJjw S+Jjw S—83 S— 84

Para hallar K y K5 aplicamos la férmula (2.8) del capitulo 5:

Aw , AG(jw)
K= | - _ 260w ,
=g -] =% (3.3
Aw AG(—jw)
Ky = = —F 3.4
= e T 4
Sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2) queda
AG(]W) . AG(—](,U) . K3 K4
Y — _ S S A -
(s) 2] (s —jw) + oy (s+jw)—|—8_s3+s_84+
La transformada inversa de Laplace de esta funcién es la respuesta temporal.
AG(j - AG(—j ,
y(t) = M elvt — M eI 4 Kze®t o+ Kyestt + ... (3.5)

25 25

Obsérvese que, por tratarse de un sistema estable, las raices correspondientes a la ecuacién
caracteristica D(s) = 0 estardn en el semiplano complejo izquierdo y, por tanto, los sumandos
Kses3t + Ky et 4 ... de la respuesta tenderdn a cero en estado estacionario.

G(jw) es una cantidad compleja que en notacién exponencial se puede expresar

G(jw) = Me? (3.6)
siendo M = |G(jw)| vy ¢ = £ZG(jw). Del mismo modo,

G(—jw) = Me™7¢ (3.7)
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Sustituyendo (3.6) y (3.7) en (3.5) la expresién de la respuesta en estado estacionario yss y queda

AM6]¢ . AMe_]d) . ej (wt+¢) — e_j (wt+¢)
sst = Jet 7‘7wt:AM
vasll) = =g 5¢ 2j ¢ 2j
o bien
Yss = AM sin(wt + @) (3.8)

La respuesta de un sistema lineal a una entrada sinusoidal es también sinusoidal, de la misma
frecuencia, con una amplitud igual a la de la entrada multiplicada por M, y con un de fase ¢
respecto a la entrada, siendo M el médulo y ¢ el argumento de G(jw).

Mediante la féormula anterior se puede obtener la respuesta de un sistema a una entrada
u(t) = Asinwt, para cualquier valor de w. Para ello, para una w dada, se determinan los
valores de M y de ¢ y se sustituyen en (3.8). Para evitar los cdlculos con ntimeros complejos se
desarrollaron métodos graficos para hallar M y ¢ en funcién de w por medio de diagramas. Los
mas empleados son los diagramas de Nyquist y de Bode.

3.3. Diagramas de Nyquist

El diagrama de Nyquist es el lugar geométrico que describe el vector G(jw) en el plano
complejo al variar w entre —oo y oo [Ogata 82, sec. 9.3]. Aunque la frecuencia negativa no tiene
significado fisico, si que tiene un significado matemaéatico que permite formular el criterio de
estabilidad de Nyquist.

Un método bésico para confeccionar el diagrama de Nyquist consiste en escribir una tabla en
la que para cada valor de w calculemos los valores del médulo M y del argumento ¢ de G(jw),
o bien la parte real y la parte imaginaria. Por ejemplo, para la funcién

1
G p—
() s+1
sustituimos s por jw y damos a w los valores 0,0,5,1,1,5,..., y calculamos M = |G(jw)| y
¢ = LG (jw), colocandolos en la tabla 3.1.
lw [ M ] ¢ ]

0.0 | 1.000 0.0
0.5 | 0.894 | -26.6
1.0 | 0.707 | -45.0
1.5 ] 0.555 | -56.3
2.0 1 0.447 | -63.4
3.0 0.316 | -71.6
5.0 | 0.196 | -78.7
10.0 | 0.100 | -84.3

Cuadro 3.1: Respuesta de frecuencia

Con la ayuda de esta tabla se traza facilmente el diagrama de Nyquist, representado en la
figura 3.2, dibujando en el plano complejo cada uno de los extremos de los vectores G(jw) dados
por la tabla en coordenadas polares que, como puede apreciarse, es una circunferencia.

En la figura 3.2 se muestran los diagramas de Nyquist de diferentes sistemas definidos por
sus funciones de transferencia.
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al

Real

Figura 3.2: Algunos diagramas de Nyquist

Los diagramas de Nyquist no son eficaces para efectuar medidas del médulo y fase de G(jw),
dada la dificultad de determinar con precisién el valor de w que corresponde a cada punto de
la curva. Sin embargo pueden servir para identificar las funciones de transferencia de algunos
sistemas por comparacién de la forma de sus graficas de Nyquist con la de otras tedricas pre-
viamente trazadas. Ademéas, muestran graficamente la estabilidad de los sistemas de control,
por aplicacién del criterio de Nyquist, segin el numero de veces que la curva circunde al punto
(=14 0j) del plano complejo.

3.4. Diagramas de Bode

Los diagramas de Bode representan el vector G(jw) en dos gréficas, una para el médulo y
otra para la fase. En la primera se representa el médulo M = G(jw) en decibelios, en funcién
del logaritmo decimal de w, y en la segunda la fase, ¢ = G(jw) también en funcién de logw
[Ogata 82, sec. 9.2].

Como vamos a ver, el trazado de los diagramas de Bode se simplifica por utilizar coordenadas

logaritmicas. Supongamos que las raices del numerador (ceros) de G(s) son z1, 22, ...,2y, ¥ que
las del denominador (polos) son p1,pa,...,pn. G(s) puede entonces expresarse de la forma
G(S):A(szl)(sfzz)...(sfzm) (3.9)
(s—p1)(s—p2)...(s—pn)
Para hallar la respuesta de frecuencia sustituimos s por jw en (3.9).
Gljw) = AW = 2w = 2) . (0 = Zm) (3.10)
(Jw = p1)(jw — p2) ... (jw — pn)
Calculemos el médulo y el argumento de esta expresién.
M:|G(jw)|:A]jw—lejw—ZQ\...]jw—zm] (3.11)

ljw — p1]|jw — p2l . .. [jw — pal
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0, de forma més conveniente para los diagramas,

R ([ R
Gljw) = K!J — 1|J —— 1| 1i= 1 (3.12)
= +Uli=5; + ’-~|J_T)n+ |

en donde K es la ganancia estética de G(s)

o A ()

(=p1)(=p2) .- (=pn)

El argumento o fase de G(jw) vale

L(jw — L(jw — oo FLJw — Zm

L(jw—p1) + L(jw —p2) + ... + Z(jw — pm)
En los diagramas de Bode, el médulo M se expresa en decibelios, es decir

Myp = 20log M
con lo que la expresion (3.12) puede ponerse,

MdB =20 IOgK

2 2
+201og1/ i) +1+20log <i> Fl4...
—Z1 —Zz2

2 2
—20log <°") +1—20log <°"> F1-..
p1 p2

MODULO

@

40

[ R I [ R
Lo |
102 103

i [ R
o (|
10-1 100

rad x pi

Figura 3.3: Diagrama de Bode del factor K

De aqui se deduce que el diagrama de Bode se puede realizar trazando las graficas corres-
pondientes a cada uno de los sumandos de las expresiones (3.15), para el médulo, y (3.13), para
el argumento, y sumando luego dichas graficas. Vamos a ver como se realiza el trazado, indivi-
dualizado para cada sumando del médulo y de la fase, segtiin que las raices sean nulas, reales o
complejas, asi como para la constante de ganancia estatica K.
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Factor de ganancia estatica K

El factor K de (3.12) representa un sumando constante, de valor 20log K, ya que no depende
de w. La fase vale cero para todo valor de w.

50

so

40

i I

1 Lo

10— 100 107 102 103
w

i [ R i [ I A i I R A i o
1 Lol [ | Lo [
10-1 100 107 102 103
w

Figura 3.4: Diagrama de Bode del factor s

Factor s en el numerador

Un factor s en el numerador corresponde a un cero de G(s) en el origen (z; = 0). La grafica
del médulo esté determinada por la ecuacion.

Myp = 20log |jw| = 20logw

Esta ecuacion representa una recta, de pendiente 20 dB, en el diagrama de Bode. La gréfica de
la fase viene dada por
¢ = ZLjw=90°

El diagrama de Bode se ha representado en la figura 3.4.

Factor s en el denominador

Un factor s en el denominador corresponde a un polo de G(s) en el origen (p; = 0). La
grafica del moédulo estd determinada por

1
Myp = 20log — = —20logw
jw

Esta ecuacion representa una recta, de pendiente -20 dB, en el diagrama de Bode. La gréafica de

la fase viene dada por
1
¢o=L—=-90°
jw
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I "
Lo
100 1 102

Figura 3.5: Diagrama de Bode del factor 1/s

El diagrama de Bode se ha representado en la figura 3.5.

Factor (_J—‘:l + 1) del numerador

Si z1 es un cero real de G(s), la gréfica del médulo del factor (f—‘:l + 1) del numerador de

G(s) viene dada, segin (2.24) por

2
w
My = 201log (—) +1 (315)
w1
siendo w; = —z;. Vamos a considerar tres partes de la curva. En la zona en que w < w;

despreciamos (w/w1)? frente a la unidad, con lo que el médulo vale
MdB = 20log1 =0
En la zona en que w > wy despreciamos la unidad frente a (w/w1)? con lo que el médulo vale

MdB =20 log i
w1

que corresponde a una recta, de pendiente 20 dB, que pasa por el punto logw = logw; del eje
log w.
Por 1ltimo, en el punto w = wy, segin (3.15), el médulo vale

My = 20log V2 = 3dB

Para trazar la curva de la fase procedemos de manera similar a la empleada para el médulo. El
argumento del factor (jw — z1) del numerador de G(s) es

¢ = tan~! = (3.16)

w1
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MODULO
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Figura 3.6: Diagrama de Bode del factor (7—Z1

Jw

+1)

Para w < w; la fase, dada por (3.16), es

Para w > wq,

Y para w = wq,

¢

o=

tan~1(0) = 0

tan~!(c0) = 90°

¢ = tan"1(1) = 45°

Para trazar el diagrama de Bode se efectiian aproximaciones rectas de las curvas de médulo y de
fase en las zonas de w < w;y y de w >> wq, que se unen con el punto w = wy, en el cual el médulo
vale 3 decibelios y la fase 45 grados, mediante un segmento de curva realizada a mano alzada
o con una plantilla. En la practica se considera que w < w; cuando es diez veces (una década)
menor y que w > w; cuando es diez veces mayor. La grafica de Bode del factor (s/w; + 1) se
representa en la figura 3.6.

Factor (_J—I“;l + 1) del denominador

Este caso es muy similar al anterior. Si p es un polo real de G(s), las expresiones del médulo
y de la fase son, haciendo w; = —p1, idénticas a las obtenidas en el apartado anterior, aunque
con signo cambiado. En efecto, el médulo de 1/ (_j—;l + 1) es, segin (3.15):

2
My = 20log(1) — 201log <i) +1

y el argumento,

w2
(2) +1
w1
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MODULO

Figura 3.7: Diagrama de Bode del factor 1/(2—‘;1 +1)

Las graficas de médulo y de fase, simétricas respecto al eje w a las obtenidas para el factor
(_]—;;1 + 1) del numerador, se han representado en la figura 3.7.

Raices multiples

Si G(s) tiene un numero n, de ceros z; o un ndimero n, de polos p; repetidos, existird un
factor de la forma (s — 21)™* en el numerador o de la forma (s — p1)"™ en el denominador de la
expresion (3.10). Las expresiones del médulo y fase, obtenidas a partir de (3.12) y (3.13) fase
son, para el primer caso

2
Mg = 200, log <i> +1
w1

¢ =n,tan"! <i>
w1

El diagrama de Bode correspondiente se ha representado en la figura 3.8.
En el segundo caso existird un factor de la forma (s — p1)"™ en el denominador de G(s). Las
expresiones del moédulo y de la fase seran:

El diagrama de Bode se ha representado en la figura 3.9. Si las raices z; o p; repetidas son
nulas (raices en el origen del plano complejo) se obtienen diagramas de Bode similares a los
representados en las figuras 3.4 y 3.5, si bien la pendiente de la recta del mddulo es 20n, o 20n,,,
y la ordenada de la recta de fase es +90°n, o —90°n,,.
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MODULO

FASE

Figura 3.8: Diagrama de Bode del factor (Z—‘;’l +1)"=

Raices complejas en el numerador

Si dos raices z1, 22 del numerador de G(s) son complejas conjugadas, los términos (s — z1) y
(s — z2) de la expresion (3.9) pueden agruparse dando lugar a un factor de segundo orden, de la
forma

§% + 2bwps + w2 (3.17)

en el que w, es la pulsacién natural y £ el coeficiente de amortiguamiento. Dividiendo por &wy,

obtenemos
2
<i> +o <i> +1 (3.18)
Wn, Wn,

Vamos a considerar en primer lugar el caso en que £ = 1. Entonces la expresion (3.18) queda

s \? S S 2
<—) —|—2<—>+1:<—+1>
Wn, wn, wn,
Este caso corresponde a una raiz doble s = —w,, y ha sido estudiado en el apartado anterior.
El diagrama de Bode es, por tanto, el de la figura 3.8 con n, = 2.

Para valores de w menores que la unidad hemos de obtener el médulo y el argumento de la
expresion (3.18), en funcién de w, para cada valor de w. Sustituyendo s por jw queda

2
() ()
Wn Wn

El diagrama de Bode se ha representado en la figura 3.10.
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Figura 3.9: Diagrama de Bode del factor 1/(2—‘:1 + 1)

Raices complejas en el denominador

Como facilmente puede deducirse, si existe un factor de segundo orden de la forma

2
<i> + ot <i> 1
Wy, wn,

en el denominador de G(s), los diagramas de Bode son simétricos, respecto al eje w, a los
obtenidos en el apartado anterior. Se han representado en la figura 3.11.

Para valores de £ =1,1/2,1/4..., el médulo y el argumento de del factor de 2° orden de la
expresién (3.17) ha sido calculado por computador y representado en la figura 3.12.

Los valores de £ > 1, no representados en las graficas, corresponden al caso de raices reales
y distintas, ya estudiado.

Elemento de retraso en el tiempo

Corresponde a un elemento del sistema que provoca un retraso en el tiempo en un deter-
minada magnitud. Sea una magnitud x(¢) que se aplica a la entrada del elemento de retraso
representado en la figura 3.13. La salida y(t) es idéntica a la entrada x(t) aunque retrasada un
tiempo dado T'. Es decir

y(t) = o(t — Tyu(t —T)

La funcién de transferencia de este elemento es e™*7 ya que
Llz(t — T)u(t —T)] = X(s)e™*T

Es un elemento no lineal por lo que no estd incluido en la expresién de G(s) dada en (3.9). El
diagrama de Bode se realiza hallando el médulo y el argumento de e~*T para s = jw.

M= e 9%T| =1

¢ =Le T = —wT = —10"87T
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Figura 3.10: Diagrama de Bode del factor (s% + 2wy, s + w?)

3.5. Trazado por computador

La realizacion de un programa de ordenador que genere los trazados de Nyquist o de Bode
es muy sencilla. Se sigue un procedimiento andlogo al empleado en el apartado 3.3 para la
confecciéon manual del diagrama de Nyquist por medio de una tabla. A partir de un valor inicial
de w, igual o préximo a cero, el computador ha de calcular |G(jw)| y ZG(jw). A continuacién
se incrementa w y se vuelven a calcular los mismos valores, continuando asi el proceso hasta que
w alcance un valor establecido previamente. Los valores calculados pueden almacenarse en un
fichero del disco para su posterior representacién por medio de otro programa de graficos o bien
pueden ir representdndose a la vez que se calculan en la pantalla del ordenador [Maltab].

3.6. Criterio de estabilidad de Nyquist

Una de las principales aplicaciones de los métodos de respuesta de frecuencia es la determi-
nacién de la estabilidad, absoluta y relativa, de los sistemas de control. El criterio de Nyquist
permite conocer la estabilidad de un sistema en lazo cerrado, tal como el representado en la
figura 3.14 conociendo la respuesta de frecuencia de su funcién de transferencia en lazo abier-
to G(s)H(s) [Ogata 82, sec. 9.5]. Puesto que la respuesta de frecuencia de un sistema en lazo
abierto puede hallarse experimentalmente, se puede por este método averiguar la estabilidad de
un sistema sin conocer su funcién de transferencia.

El sistema de control de la figura 3.14 serd estable si su funcion de transferencia, dada por

G(s)

T = TG aw)

no tiene polos en el semiplano derecho complejo. Como los polos de T'(s) son los ceros de la
funcién F(s) = 1 + G(s)H(s), una forma de averiguar la estabilidad del sistema serd hallar el
numero de ceros que tiene F'(s) en el semiplano derecho.



3.6. CRITERIO DE ESTABILIDAD DE NYQUIST o7

MODULO
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Figura 3.11: Diagrama de Bode del factor 1/(s? + 2éwy,s + w?)

El criterio de Nyquist esta basado en el principio del argumento, de Cauchy, estudiado en la
teorfa de variable compleja. Este principio establece que, dada una funcién F'(s) de la variable
compleja s, analitica en un recinto R limitado por camino cerrado ¢ excepto en un niimero finito
de polos, la diferencia entre el niimero Zp de ceros y el nimero Pp de polos de F'(s) existentes
en el recinto R, es igual al nimero de vueltas que da el vector F(s) alrededor del origen del
plano de la funcién, en un sentido dado, al recorrer la variable s el camino cerrado ¢ que rodea
a R, en el mismo sentido. Es decir,

1
Zp — Pp = %AC arg[F(s)]

en donde A.arg F'(s) significa el incremento del argumento de F'(s) al recorrer la variable un
camino c.

Este principio nos puede servir para averiguar la diferencia entre el nimero de ceros Zg y el
numero de polos Pr de una funcién F'(s) en el semiplano derecho C~q. Para ello la variable s
ha de recorrer un camino (camino de Nyquist) que encierre por completo a dicho semiplano.

El camino de Nyquist, como puede apreciarse en la figura 3.15 se compone del eje imaginario
del plano complejo s y de una semicircunferencia de radio infinito situada en el semiplano
derecho. Al recorrer la variable s este camino en el sentido de las flechas, la funcién F'(s) recorre
una curva en el plano F(s). El nimero de vueltas, en el sentido del camino de Nyquist, que da
el vector F'(s) alrededor del origen serd igual a Zp — Pp.

Si utilizamos el plano G(s)H(s) en lugar de F'(s) y representamos en él la funcién G(s)H(s),
vemos que la curva obtenida es igual a la obtenida en el plano F(s) pero desplazada en una
unidad hacia la izquierda(figura 3.16).

Por tanto el nimero de vueltas que da el vector F'(s) alrededor del origen en el plano F(s)
es igual al nimero de vueltas que da el vector 1+ G(s)H (s) alrededor del punto (—1 4+ 0j) en
el plano G(s)H(s) (figuras 3.15 y 3.16).
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Figura 3.13: Elemento de retraso en el tiempo

Por otro lado, sea
Ng

en donde (ng,dg) y (n4,dp) son los polinomios numerador y denominador de G(s) y de H(s),
respectivamente. Entonces tenemos que

T(s) = G(s) _ Z_E _ ngdp, _
1+ G(S)H(s) 1+ d—jg—: dgdh + ngnp
Yy que
F(s) =1+ G(s)H(s) = Z%t Mgl
dyd

de donde los polos de T'(s) son los ceros de F'(s). Ademds, los polos de G(s)H (s) son los polos
de F(s). Por tanto,

bPr = Zp, Por = P,
los polos de F'(s) son los mismos que los de G(s)H(s). Ademds, como ya se ha indicado ante-
riormente, los polos de T'(s) son los ceros de la funcién F(s) = 1 + G(s)H(s). Por lo tanto se
deduce que:
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U(s) q s) s

H(s) =

Figura 3.14: Sistema de control en lazo cerrado

_ PLANO s ) PLANO F('s)
Im rm

NV,

Figura 3.15: Camino de Nyquist y curva G(s)H(s)

N° de vueltas de G(s)H (s) alrededor de (-1 4 0j) =
N° polos de T'(s) en spd - N° de polos de G(s)H (s) en spd

o bien:

N° de polos de T'(s) en spd = N © de vueltas de G(s)H(s)
alrededor de (—1 4+ 0j) + N° de polos de G(s)H (s) en spd

Esta ultima expresion constituye el criterio de Nyquist. Puesto que generalmente (aunque no
siempre) la funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H (s) corresponde a un sistema estable,
el N° de polos de G(s)H (s) en spd suele ser cero.

3.7. Margenes de fase y de ganancia

Ademsds de servir para hallar la estabilidad absoluta, los diagramas de Nyquist y de Bode
nos informan sobre el grado de estabilidad o estabilidad relativa del sistema [Ogata 82, sec. 9.7].
El margen de fase y el margen de ganancia son dos magnitudes que pueden obtenerse de dichos
diagramas y que son unos indices de la estabilidad relativa del sistema.
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PLANO s PLANO G(s) H(s)
im

Figura 3.16: Camino de Nyquist y curva 1+ G(s)H (s)

Margen de ganancia de un sistema estable es la mayor constante real M, por la cual podemos
multiplicar la funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H (s), manteniendo estable el sistema
en lazo cerrado. En el diagrama de Nyquist de G(s)H (s) representado en la figura 3.17 el margen
de fase M vale K .

C
Mg = % d
siendo K la ganancia estatica de la funcién G(s)H(s) cuya estabilidad relativa queremos de-
terminar y K la ganancia estatica para que el sistema sea marginalmente estable, es decir la
correspondiente a la curva que pasa por (—1 + 0j), como puede verse en la figura 3.17.

Margen de fase es el maximo incremento de fase, sin afectar al médulo, que puede darse a
la funcién de transferencia en lazo abierto G(s)H (s), manteniendo estable el sistema en lazo
cerrado. Es igual a 180° + ¢, siendo ¢ la fase de G(s)H(s) cuando la curva pasa por (—1 + 0j).
Los margenes de fase y de ganancia pueden también obtenerse del diagrama de Bode, tal y como
puede apreciarse en la figura 3.18.
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Figura 3.17: Margenes
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Figura 3.18: Mérgenes de ganancia y de fase en el diagrama de Bode
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Capitulo 4

Lugar de las raices

Los parametros de un sistema lineal de regulacién pueden variar por motivos diversos. La
variacion puede ser involuntaria, por cambios que se van produciendo en los componentes con
el paso del tiempo, por influencia de los cambios del medio, etc., o voluntaria, cuando se desea
modificar valores de algunos componentes para mejorar el comportamiento del sistema. Hemos
visto como la posicién de las raices de la ecuacién caracteristica en el plano complejo indica la
estabilidad, absoluta y relativa del sistema, asi como otros datos de interés relacionados con sus
especificaciones de funcionamiento. El lugar geométrico de las raices es el lugar geométrico que

U
© K G(s) "Y(S) »

H(s)

Figura 4.1: Sistema de control con K variable

describen las raices de la ecuacion caracteristica cuando varia un parametro del sistema desde
cero hasta infinito. Este parametro variable estd relacionado con uno o con varios coeficientes de
la ecuacién caracteristica y puede ser, en general, un valor asociado a un componente cualquiera
del sistema, si bien el caso mas usual es indicado en la figura 4.1, en la que el parametro variable
es la ganancia estatica K de la funcién de transferencia en lazo abierto [Ogata 82, cap8].

4.1. Fundamento del método

Vamos a considerar el sistema lineal cuyo diagrama de bloques aparece en la figura 4.1. G(s)
y H(s) son funciones de transferencia, es decir funciones racionales, y K es el pardmetro cuya
variacién va a producir el lugar de las raices. La funcién de transferencia del sistema es:

_ KG9
T = T3 KG9 H()

(4.1)

63
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La funcién de transferencia en lazo abierto K G(s)H (s) puede ponerse en la forma

Z(s) :K(S—Zl)(S—ZQ)...(S—Zm)
P(s) (s =p1)(s —p2)... (s —pn)

en donde z1,29,...,2, son los ceros y p1,p2,...,p, son los polos de G(s)H(s), raices de los
polinomios Z(s) y P(s) respectivamente.

Puesto que KG(s)H(s) es una funcién de variable compleja, vamos a expresarla en forma
exponencial para poder operar con los vectores en modo gréfico.

KG(S)H(s) =K

(4.2)

|s — z1|e7%21|s — z9|edP22 ... |5 — 2 |ePom

KG(S)H(s) = K , ‘ |
S |s — p1lel®P1]s — polel®P2 .. |s — ppleiden

Esta ecuacién, agrupando los médulos por un lado y los argumentos por otro, puede escribirse

KG(S)H(s) = i 2= 21lls =22l |5 = 2ml jmg, (4.3)
s =pills = pal...[s — pul
en donde
Y9i =gz + Pzt Dz — Opr — Py — - — D, (4.4)
La ecuacion caracteristica del sistema es
1+ Ki((f)) =0 (4.5)
o bien,
Ki((f)) =-1 (4.6)
y en forma exponencial,
KZ5) _ ks 19 (4.7)

P(S) ) ) )
ya que el nimero —1 es un vector de médulo unidad y argumento miltiplo impar de 7. Por
tanto, en cada uno de los puntos del lugar geométrico de las raices se debe satisfacer la ecuacion

s —z1lls — 22| ... [s — Zm|€j2¢i — ikt )T (4.8)
Is —pills —p2| ... |s — pnl

De esta ecuacion se deducen las denominadas condiciones de magnitud y de dngulo. La condicién
del dngulo establece que el argumento de G(s)H(s) ha de ser un multiplo impar de +7 en todos
los puntos del lugar. Es decir

arg[KG(s)H(s)] = X¢; = £(2k + 1)m (4.9)

La condicién de magnitud dice que el médulo de G(s)H(s) debe ser igual a la unidad en todos
los puntos del lugar geométrico de las raices.

(KG(s)H ()] _K|S—z1]|s—z2]...|s—zm| _1

- ls — p1||s — p2| - - |s — pnl

o bien
_ Is—pills —pa| .- |s — pnl

K
|s — z1l|s — 22| ... |s — zm]

(4.10)

Estas dos condiciones permiten establecer un proceso en dos etapas para la construccién del
lugar de las raices.
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1. Se construye el lugar de las raices aplicando solamente la condicién de dngulo, tomando
todos los puntos s del plano complejo para los cuales la suma de los dngulos ¢, de todos
los vectores que van desde los ceros de G(s)H (s) hasta s, menos la suma de los dngulos
¢p; de todos los vectores que van desde los polos hasta s, sea un multiplo impar de 7.

2. Una vez que se ha trazado el lugar, se aplica la condicién de magnitud (4.10) para deter-
minar el valor de K que corresponde a cada punto s del lugar. El valor de K en cada punto
s del lugar es igual al producto de las longitudes de todos los vectores que van desde s a
los polos, dividido entre el producto de las longitudes de todos los vectores que van desde
s a los ceros.

Basadas en las condiciones de angulo y magnitud y en los principios del célculo complejo,
se deducen una serie de reglas practicas que permiten bosquejar con relativa facilidad el
trazado del lugar de las raices.

4.2. Reglas basicas del trazado del lugar de las raices

Nimero de ramas

Existe una rama simple del lugar por cada raiz de la ecuacién caracteristica siendo por
tanto el nimero de ramas igual al orden de la ecuacién caracteristica, e igual al mayor entre los
numeros de polos y de ceros de G(s)H (s) [Ogata 82, sec. 8.4].

Origen y final del lugar

El lugar comienza para K = 0 en los polos de G(s)H (s) y termina para K = oo en los ceros
de G(s)H(s). Cada rama del lugar parte de un polo, ya que para K = 0 los polos en lazo cerrado
coinciden con los polos en lazo abierto, y termina en un cero, ya que para K = 4oo los polos
en lazo cerrado (polos de G(s)/[1 + G(s)H(s)] coinciden con los ceros en lazo abierto (ceros de
G(s)H(s)). Si el numero de polos es mayor que el nimero de ceros, cabe suponer que hay en
el infinito tantos ceros como polos en exceso y, por tanto, existirin ramas que terminan en el
infinito. De igual modo, si el nimero ceros excede al de polos, existirdn ramas que parten de
polos situados en el infinito.

Tramos en el eje real
El lugar geométrico pasa por todos los puntos del eje real que estdn a la izquierda de un
numero impar de polos y ceros. La demostracién, aplicando la condicién de dngulo es inmediata.

Simetria del lugar

El lugar es simétrico respecto al eje real del plano complejo. En efecto, para cada punto del
lugar, asociado a una raiz compleja de la ecuacién caracteristica, existird otro simétrico respecto
al eje real, asociado a la raiz compleja conjugada de la primera.

Ntumero de asintotas

Si el nimero de polos de G(s)H (s) es mayor que el de ceros (n > m), (funcién de transferencia
en lazo abierto estrictamente propia) hay n—m ramas que terminan en el infinito y existen n—m
asintotas tangentes a las ramas del lugar en los ceros ubicados en el infinito. Si el niimero de
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polos de G(s)H (s) es menor que el de ceros (n > m) hay m —n ramas que se inician en el infinito
y existen m — n asintotas tangentes a las ramas del lugar en los polos ubicados en el infinito.
Angulos de las asintotas con el eje real

El dngulo « formado por cada asintota y el eje real viene dado por la expresion:

+(2k+1
oo Tkt Dm

n—m

K=01,2,... (4.11)

Si n > m, hay ramas que terminan en ceros situados en el infinito de modo que, a medida que
s tiende a infinito, esas ramas se van acercando a las asintotas. En el limite, el dngulo formado
entre un punto s del lugar y un polo p; o un cero z; sera el dngulo a de la asintota.

a = lim arg(s —p;) = lim arg(s — z;) = lim arg(s)
S—00 5—00 §—00

y, aplicando la condicién de dngulo expresado en (4.9),
ma—na=+2K +1)r, K=0,1,2,...

de donde se deduce que el dngulo « es el dado por (4.11).
Sin < m, las asintotas son tangentes a las ramas en los polos situados en el infinito y sigue
siendo vélida la expresién (4.11).

Interseccion de las asintotas con el eje real

Todas las asintotas se cortan en un punto del eje real 0., denominado centroide de las
asintotas, dado por la expresion

Z?:l pi — Zyil Zi (412>

n—m

O¢c =

Puntos de ruptura de salida y de entrada al eje real

Un punto de ruptura de salida del eje es un punto del lugar en el que dos ramas, que discurren
por el eje real y que se aproximan cada vez mas entre si a medida que aumenta K, se unen,
bifurcandose simétricamente en el plano complejo a partir de él. Un punto de ruptura de entrada
al eje es un punto del lugar en el que dos ramas, que discurren simétricas por el plano complejo
y se aproximan cada vez mas entre si a medida que aumenta K, se unen, bifurcandose en el eje
real a partir de él.

Los puntos de ruptura de salida y de entrada al eje se determinan por la condicién

dK
= = 4.1
- =0 (4.13)
pero por (4.6) podemos poner
aK _ d P(s)
ds  dsZ(s)
de donde p p
Z(S)EP(S) - P(S)EZ(S) =0 (4.14)

Las raices reales de esta ecuacién nos daran los valores de los puntos de ruptura de salida y de
entrada. No todas las raices han de ser necesariamente puntos de ruptura.
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Angulos de partida y de llegada del lugar

Son los dngulos de las tangentes al lugar de las raices en los puntos inicial y final, respecti-
vamente. El dngulo de partida del lugar desde un polo, para K = 0, y el angulo de llegada del
lugar a un cero, para K = oo, se determinan por medio de la condiciéon de dngulo expresada en
(4.9), hallando el dngulo de un punto s infinitamente préximo al polo o cero considerado.

4.2.1. Trazado del lugar de las raices por computador

La ecuacién caracteristica (4.5) del sistema puede expresarse
P(s)+ KZ(s) =0 (4.15)

Un método numérico directo de obtener el trazado del lugar de las raices consiste en hallar
todas las raices de la ecuacién (4.15) para cada valor de K, representando graficamente cada
una de ellas por un punto en el plano complejo. Un computador puede hallar, mediante un
procedimiento de calculo numérico, las raices de la ecuacién caracteristica para un conjunto
finito de valores de K pertenecientes a un intervalo también finito, y representar graficamente
el lugar geométrico resultante en la pantalla o impresora. Eligiendo un intervalo de valores
de suficientemente amplio y un incremento de K suficientemente pequeno, puede obtenerse un
trazado de apariencia continua al quedar los puntos del trazado muy proximos entre si. Mediante
programas especificos de diseno asistido por computador de sistemas de control (CACSD) puede
trazarse con facilidad el lugar de las raices. Asi, por ejemplo, el programa MATLAB [Maltab]
dispone de una libreria de CACSD denominada control toolbox en la que se encuentra una
funcién, denominada rlocus que efectia el trazado del lugar de las raices en la pantalla, y si se
desea en la impresora, del ordenador. De este mode se ha realizado el trazado del lugar geométrico
de las raices de la figura 4.2 que corresponde a un sistema cuya funcién de transferencia en lazo
abierto es
10

COHE) = s

EN
@
IN)
AN
o
-
IN)
w
IS

Eje Real

Figura 4.2: Trazado del lugar de las raices mediante MATLAB
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4.3. Ejemplos

Como aplicacién vamos a realizar el trazado del lugar de las raices de un sistema de regulacién
cuya funcién de transferencia en lazo abierto es

s+6
(s+2)(s® + 8s + 25)

G(s)H(s) =

El método que vamos a seguir consiste en utilizar las reglas expuestas en el capitulo para
obtener los elementos geométricos que faciliten el trazado a mano alzada.

1. Ntmero de ramas.

La ecuacion caracteristica es
(s+2)(s+85+25)+K(s+6)=0
Es de orden 3 luego el lugar tiene 3 ramas.

2. Origen y final del lugar.
Los polos de G(s)H (s) son:
s1=-2, s9=—-4+4+3j, s3=-4-—3j
Los ceros de G(s)H(s) son:
zZ1 = —6
El lugar comienza en los polos y termina en los ceros. Como hay dos polos en exceso, hay
dos ramas que terminan en el infinito.
3. Tramos en el eje real.
Desde el polo s = —2 hasta el cero z = —6, los puntos del eje estan a la izquierda de un
ntmero impar de polos mas ceros, luego el lugar coincide con el eje entre s; y 21.
4. Simetria del lugar.
El lugar es simétrico respecto al eje real del plano complejo. Esta condiciéon siempre se
cumple.
5. Numero de asintotas.
En este caso: n = nimero de polos = 3, m = numero de ceros = 1. Por lo tanto, hay
3 — 1 = 2 asintotas.
6. Angulos de las asintotas con el eje real.

Aplicando la férmula (4.11)

+(2k+1
o= TOFFDT e g0
n—m
los dngulos de las asintotas valen, para K = 0: o = /2. Es decir, las dos asintotas cortan
al eje real en angulo recto.
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7. Interseccion de las asintotas con el eje real.

El punto o, de interseccién de las asintotas con el eje real se obtiene mediante la férmula
4.12, sumando todos los polos, restando los ceros y dividiendo el resultado entre n — m:
 —2-4+3j—-4-3j—(-6)

= —_9
e 3_9

8. Puntos de ruptura de salida y de entrada al eje real.

Aplicando la ecuacién (4.14) tenemos

&+2X§+8&+%)—@+2X§+8&+%%§@+ﬁ):0

d

(5 +6)(s% +20s + 41) — (s> + 10s? + 41s +50) = 0
253 + 2852 41205 4+ 196 = 0

Las raices de esta ecuacion son

s1 = —8,069682

s9 = —2,965159 + 1,830861

s3 = —2,965159 + 1,830861
La raiz real s1 = —8,069682 de esta ecuacién no corresponde a ningin punto de ruptura
ya que queda fuera del lugar.
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Figura 4.3: Trazado del lugar de las raices mediante MATLAB

9. Angulos de partida y de llegada del lugar.
Tomando un punto s del lugar muy proximo al polo ps, vamos a aplicar la condicién de
angulo (4.9):
¢21 - ¢p1 - ¢p2 - ¢p3 = i(2k + 1)7T

Los dngulos que forman los vectores dirigidos a ps desde todos los demas polos y ceros son:
¢,, = arg(py — 21) = arctan(3/2) = 56°18'32” (4.16)
bp, = arg(pa—p1) = 180° — ¢, = 123°41' (4.17)
bp = arg(ps—ps) = 90 (4.18)
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El dngulo de partida es ¢, ya que es el dngulo del vector que va desde p al punto s,
infinitamente préximo. Despejando ¢, ,

Ppy = G2y — Opy — Ppy £ (2k+ )7

y para K = 0 queda

¢p, = 56°18'32" — 123°41" — 90° + 180° = 22°37'11"

El trazado del lugar de las raices de este ejemplo, generado por computador con el programa
MATLAB, aparece en la figura 4.3.

En la figura 4.4 se ha realizado el trazado del lugar de las raices del sistema cuya funcién de
transferencia en lazo abierto es

s+1
s(s+2)(s% + 6s+ 13)

G(s)H(s) =

La obtencién de este trazado, a mano alzada y siguiendo las reglas estudiadas en este capitulo
se deja como ejercicio al lector.

Eje Imag
o

| | I | |
6 -4 -2 0 2 4 6
Eje Real

Figura 4.4: Trazado del lugar de las raices mediante MATLAB



Capitulo 5

Funcionamiento de los sistemas de
control

5.1. Especificaciones de funcionamiento

Cada sistema dindamico evoluciona en el tiempo de una forma particular que lo caracteriza.
Las especificaciones de funcionamiento son las cualidades que permiten describir los rasgos mas
interesantes del comportamiento dindmico de los sistemas [Ogata 82, sec. 10.1].

Un sistema de control estd siempre asociado al proceso o planta que controla y, por tanto,
seran las condiciones exigidas al comportamiento de éste las que demanden unas determinadas
prestaciones al sistema de control. A menudo deberd satisfacer un gran ntimero de especifica-
ciones y frecuentemente existirdan varias soluciones aceptables. El diseno suele aceptarse como
bueno si en él se da un adecuado compromiso entre coste y prestaciones. El comportamiento
se manifiesta en la evolucién de las variables de salida del proceso o planta y puede medirse
mediante indices de funcionamiento. El control deberd diseniarse de manera que se optimicen
algunos de estos indices de funcionamiento, con ciertas condiciones o restricciones impuestas a
las variables para asegurar el correcto comportamiento del sistema.

Se plantea asi un problema optimizacion, similar a los que se dan en otras areas la eco-
nomia, ingenieria etc., cuya resolucién puede abordarse por métodos mateméaticos. En términos
generales, el problema de optimizacion consiste en minimizar una funcién, denominada funcién
objetivo, sujeta a determinadas restricciones. No vamos a abordar aqui el tema de la optimi-
zacién de sistemas, desarrollado en tratados avanzados de ingenieria de control, sino a mostrar
una serie de especificaciones generales de funcionamiento que deben cumplir los sistemas de
control. De algunas de estas especificaciones se derivan indices de funcionamiento que pueden
ser utilizados en el diseno de los sistemas de control, bien por el método de optimizaciéon o bien
por otros métodos.

Las especificaciones més importantes que ha de satisfacer un sistema de control se refieren
a los siguientes aspectos de su comportamiento:

1. Estabilidad. La condicién de estabilidad absoluta es esencial para todo sistema de control.
La estabilidad relativa es un indice del buen funcionamiento del sistema.

2. Rapidez de respuesta. La rapidez de respuesta de un sistema viene dada por sus carac-
teristicas de su respuesta temporal o bien de su respuesta de frecuencia.

3. Precisién. La respuesta de un servosistema debe seguir lo mas fielmente posible a la
entrada de referencia y por tanto la diferencia entre ambas o error debe ser minima.

71
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Estas especificaciones de funcionamiento pueden apreciarse analizando las curvas de respuesta
temporal y de respuesta de frecuencia del sistema objeto de estudio.

Respuesta temporal

La forma mads natural de observar el funcionamiento de un sistema es el examen de su
respuesta temporal. Si la salida del sistema debe seguir a la entrada, podemos aplicar una
funcién conocida a dicha entrada y examinar la salida obteniendo de la misma las caracteristicas
de interés. Se utilizan como funciones de entrada el impulso de Dirac, la funcién escalén unitario,
y las funciones rampa, parabola, y sucesivas potencias de t. Las especificaciones de respuesta
temporal de un sistema de control se suelen referir generalmente a la respuesta del sistema a una
entrada escalén unitario ya que en tal respuesta aparecen de forma clara ciertas caracteristicas
esenciales del sistema de control [Ogata 82, sec. 6.4].

La respuesta de un sistema a un escalén unitario se suele representar en forma de una grafica,
en la que se indican unas determinadas especificaciones de sus caracteristicas mas notables. En
el caso del sistema de segundo orden, las e especificaciones pueden hallarse analiticamente. En
la figura 5.1 se ha representado la respuesta al escalén de un sistema y sus correspondientes
especificaciones. Se ha supuesto que la ganancia estatica del sistema vale la unidad es decir

Yss = L.

- y(t) _
|
1) ! P e Ve
0.9 | Banda de
: : : tolerancia
e td —
—tr—
tp ;
ts

Figura 5.1: Respuesta temporal

Rebasamiento maximo

Es la desviacién maxima Mp de la respuesta respecto al escalén de entrada. Se suele expresar
en tanto por ciento del valor del escaldn.

El valor de Mp puede hallarse, para el caso del sistema de segundo orden, igualando a cero
la derivada de su expresion de la respuesta temporal

Y(t) = 14— e nt sin(w /T — €2 — 6) (5.1)

-2
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para hallar sus valores extremos.
. —Ewnt —Ewn .
y(t) = e svn \/17_52 sin(wp v/ 1 — &2t — @) + wy, cos(wp\/1 — 2t — @)

+wy, [cos(wn 1 — &2t)cos(d) + sin(wp/1 — £2t) sm(gb)} (5.2)
pero sabemos que

sing = /1—€2, cos¢p=—¢

Sustituyendo en (5.2) queda
: —Ewnp, —&wn .
0 = e ([t T - VI oo T 6]

+ wpe St [< §) cos(wn /1 =€) + /1 = Esin(wp /1 — 520}

Operando resulta,

y(t) = e cwnt <\;% +wpyV1— 52) sin(wp /1 — £2t)

Igualando a cero la derivada queda
sin(wp\/1—€2t) =0

Los valores de ¢ que satisfacen esta ecuacion son

t=— " n=0,1,2,...

wny/1— &2

Para n = 0, instante inicial, ¢ = 0, y(¢) tiene un minimo. Para valores sucesivos de n se van
alternando maximos y minimos. La sobreoscilacién maxima Mp corresponde al primer maximo
de y(t), es decir para n = 1. El instante ¢p en que se produce es

™

t -
r wn\/l_g2

El valor méximo 1 + Mp se obtiene sustituyendo ¢p en (5.1):

1+Mp = y(tp)

1
= 1+ 71—526_&””%(—\/ 1—¢&%2cosm+ Esin)

M, = e—Sm/\/1-€2
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Tiempo de subida

Es el tiempo t, que transcurre desde que la respuesta es del 10 % hasta que alcanza el 90 %
del valor final. Suele también definirse como el tiempo que tarda la respuesta en alcanzar por
primera vez el valor final. En el sistema de segundo orden puede calcularse. El valor de y(t) dado
por (5.1) ha de valer 1:

1

e

yt)=1=1+ e 8rt sin(wy /1 — €2t — ¢)

y, por tanto,
sin(wp\/1— &2t —¢) =0

operando queda
sin(wp v/ 1 — &2t) cos ¢ = cos(wp\/1 — £2t) sin ¢

es decir
V1—-¢&2
tan(w, /1 — €2t) = tan¢ = _T
despejando t obtenemos el tiempo de subida:

P arctan(—4/1 — £2/¢)
" wpy/1— &2

Tiempo de retraso

Es el tiempo t4 transcurrido desde el instante inicial hasta que la respuesta adquiere el 50 %
del valor final.

Tiempo de respuesta

Es el tiempo t, transcurrido desde que se aplica la entrada escalén hasta que la respuesta se
estabiliza dentro de una banda de tolerancia de error definida por un porcentaje del valor final.

Para un sistema de segundo orden subamortiguado, se calcula teniendo en cuenta que la
respuesta estd comprendida entre las dos curvas envolventes exponenciales dadas por la siguiente
expresion:

1
V1-¢2
La constante de tiempo es 1/(§wy,). Si se fija una banda de tolerancia de error del 2%, y se
cumple que 0 < £ < 0,9, tenemos, en el caso peor,

e %t < 0,024/1 — 0,92 — Ewnt < In(0,02y/1 — 0,92) = —4,74

El tiempo de establecimiento es, por tanto

y(t) =1+ e~ Swnt

4,74
ty >

° 7 Ewn

es decir, unas cinco constantes de tiempo.
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Valor de estado estacionario

Es el limite al que tiende la respuesta cuando el tiempo tiende a infinito. Para una entrada
escalon unitario tiene un valor igual a la ganancia estatica del sistema. Puede hallarse aplicando
el teorema del valor final de la transformada de Laplace. La transformada de la respuesta es,

siendo U(s) la transformada de la entrada y 7'(s) la funcién de transferencia. Aplicando el
teorema del valor final,

yss = Mm y(t) = lim[sY (s)] = Hm[s U(s) T(s)] (5.3)

s—0

Pero la transformada de Laplace de la funcién escalén unitario es 1/s, luego

Yoy = im[s2T(s)] = lim T(s)

s—0 8 s—0

Respuesta de frecuencia

La respuesta de frecuencia de un sistema se define como la respuesta en en estado estacionario
del sistema a una entrada sinusoidal [Ogata 82, sec. 9.2]. Como ya sabemos, para una entrada
sinusoidal,

u(t) = Asin(wt)

la respuesta en estado estacionario de un sistema lineal, con funcién de transferencia G(s), es
también sinusoidal, de la forma

yss(t> - MSin(Wt + ¢)7 M = ]G(]w)], ¢ = 4G(jw)

La respuesta de frecuencia se suele expresar mediante diagramas en los que se representan el
moédulo y la fase en funcién de la pulsacién w. En la figura 5.2 se ha representado el diagrama
de Bode de un sistema en el que se indican ciertos valores de la respuesta de frecuencia que se
utilizan habitualmente y que tienen relacién con las especificaciones de funcionamiento. Tales
valores son:

= Frecuencias de corte. Generalmente el sistema tiene una zona, denominada zona de fre-
cuencias medias, en que la ganancia |G(jw)| se mantiene practicamente constante, siendo
menor fuera de dicha zona. Las frecuencias de corte w4 y wp son aquellas en que la ganan-
cia M es inferior en 3 dB a la ganancia en la zona de frecuencias medias. En los sistemas
de control es frecuente que w4 sea cero.

= Anchura de banda BW. Es la banda o intervalo de frecuencias comprendida entre la fre-
cuencia de corte inferior w4 y la frecuencia de corte superior wp.

= Ganancia a frecuencias medias. A veces la ganancia del sistema a frecuencias comprendidas
dentro de la anchura de banda se considera constante, con un valor de M = |G(jwm)|,
siendo wy, un valor intermedio de la pulsacion.

= Margen de fase y margen de ganancia. Son una medida de la estabilidad relativa de los
sistemas.
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MODULO
— 1 T

dB

rad x pi

Figura 5.2: Respuesta de frecuencia

5.2. Analisis del error

El error es una variable que aparece en todo sistema de control como consecuencia de la
realimentacién negativa y es un indice relacionado directamente con la precisién del sistema
[Ogata 82, cap. 7]. En el sistema de la figura 5.3 el error es e. El error depende de la funcién de
entrada u(t) aplicada y del propio sistema definido por las funciones G(s) y H(s). Para facilitar
el andlisis del error, se define el tipo del sistema y se calcula el error en estado estacionario
considerando unas funciones de entrada predefinidas.

U(s) ) Y(s)

H(s)

Figura 5.3: Sistema de Control

Error de estado estacionario

Es el error existente para una entrada determinada cuando la variable de salida se ha esta-
bilizado. Se calcula aplicando el teorema del valor final de la transformada de Laplace.

€ss = lim €(t) = lim se(s) (5.4)

t—o00 s—0
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Si consideramos el sistema de la figura 5.3, el error vale
€(s) =U(s) —e(s)G(s)H(s)

y, por tanto,

U

()= — ) __
1+ G(s)H(s)

Se llama trasmitancia de error Wg(s) a la funcién de transferencia que relaciona la entrada al

sistema U(s) con el error €(s).

(5.5)

T U(s)  1+G(s)H(s)
En los sistemas lineales, G(s) y H(s) son funciones racionales de s. Por tanto podemos poner

N(s)

G(s)H(s) = D(s)

siendo N(s) y D(s) dos polinomios en s. La trasmitancia de error puede expresarse ahora de la
forma,

D(s)
N(s)+ D(s)

Mediante la expresién (5.5) podemos obtener €(t), hallando la antitransformada de Laplace, y
el error de estado estacionario

Wg(s) =

o L sU(s)
€as = lim se(s) = lim 17 Srs (5:6)
o bien,
L D(s)
éss = 1m | sU(S) 5y 3 Dy (5:7)

Entradas de mando basicas

Para analizar el error de un sistema se utilizan, por simplicidad, las funciones de entrada
bésicas o normalizadas que son la funcién escaldn, la funcién rampa, la funcién parabola y otras
de orden superior en ¢ (figura 5.4).

A Escalon A Rampa A Parabola

u(t) = r, 1) u(t) = v, t

\J
\J

Figura 5.4: Funciones de prueba
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Es interesante conocer el error del sistema para cada una de las funciones de mando bésicas
ya que, conocidas éstas, puede hallarse, por el principio de superposicién, el error para una
funcién de entrada cualquiera. En efecto, si la funcién de entrada es u(t), se puede desarrollar
en serie de Taylor de la forma,

u(t):u(())%—@t—k%ﬁ—l—...

por lo que el error para la entrada u(t) sera igual al error para entrada escalén més el error para
entrada rampa etc.
Constantes de error

Las constantes de error de posicién K, , de velocidad K, y de aceleraciéon K, se definen,
asociadas a las funciones bésicas de entrada escalén, rampa y parabola, de la forma siguiente:

K, = lim[G(s)H(s)
K, = l%[sG(s)H(s)]
K, = lim[s’G(s)H(s)]

s—0

Ahora podemos hallar los errores de estado estacionario correspondientes a las entradas
escalén, rampa y pardbola, en funcién de estas constantes, aplicando la férmula (5.6).

€ss = lim

Si la entrada es un escalén, como u(t) = rou(t) y U(s) = ro/s, el error para entrada escalén es:

It Tro To
€ = [1m =
pss s—0 1+ G(S)H(S) 1+ Kp

Si la entrada es de tipo rampa, u(t) = vot, U(s) = vg/s> y el error para entrada rampa sera:

it Vo Vo
€pss = M —————— = —
YT sS0s+sG(s)H(s) K,

Si la entrada es de tipo pardbola, u(t) = %t?, U(s) = ag/s%, el error para entrada pardbola es:

, ao ao
€ass = lim = —

s—0 s2 + s2G(s)H(s) K,

Tipo de sistema

Se llama tipo de sistema al niimero de raices nulas del numerador de la trasmitancia de error,
o bien del denominador de la funcién, denominada funcién de transferencia en lazo abierto,
G(s)H(s). Dicho de otra manera, es el nimero de integradores que tiene la funcién G(s)H(s).
Sea p el tipo de un sistema definido por las funciones G(s) y H(s). La funcién de transferencia
en lazo abierto del sistema es:




5.2. ANALISIS DEL ERROR 79

siendo Dj(s) un polinomio sin raices nulas. La ecuacién (5.3) puede ponerse en forma factorizada
hallando las raices de N(s) y D(s):

O

Obsérvese que la constante Kgy es equivalente a K, para un sistema de tipo cero, a K, para
un sistema de tipo 1, y a K, para un sistema de tipo 2.

Vamos a determinar cuanto vale el error de estado estacionario para cada una de las entradas
bésicas, y para cada tipo de sistema. Poniendo N(s) y D(s) en la forma factorizada y aplicando
la féormula (5.7) queda

) sU(s)s? [ (ajs + 1) . sPHLU(s)
€ss = lim = lim

s=0 Kou [[[2(ais +1) + sP [T (ajs +1) =0 Kgu + sP

Mediante la férmula (5.4) se ha confeccionado la tabla 4.1 que da los valores del error de estado
estacionario para cada tipo de sistema y para entradas escalén, rampa y parabola.

Tipo | Escalén | Rampa | Pardbola
0 | kem | >
U,
1 0 Yoo o0
a
2 0 0 KGOH
3 0 0 0

Cuadro 5.1: Error de estado estacionario

Se puede deducir de esta tabla que, a medida que aumenta el tipo del sistema, disminuye el
error. No obstante, ello implica la adicién de integradores en la funcién de transferencia en lazo
abierto G(s)H(s), lo que puede afectar a la estabilidad.

Coeficientes de error

Se suelen denominar a veces coeficientes dindmicos de error y se utilizan para hallar el error
en funcién del tiempo, con lo que no sélo podemos determinar el error de estado estacionario sino
también el error dindmico. La expresion del error viene dada, en funcién de estos coeficientes,

por
C C Cn
e(t) = Coult) + Z2i(t) + ity + ...+ = W )
1! 2! n!
siendo Cy, Cy,Cy, ...,y los coeficientes de error y u(t) la entrada de referencia. Para hallar los

coeficientes de error ha de aplicarse la integral de convolucién al calculo de €?):

t
e(t) = / wa(r)ult — 7)dr (5.8)
0
siendo w(t) la transformada inversa de la trasmitancia de error

W(s) = 1/[1+ G(s)H(s)]
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Si existen las n primeras derivadas de u(t), la funcién u(t — 7) puede desarrollarse en serie de

Taylor de la forma:
2

u(t — 1) = u(t) — Ta(t) + %ﬁ(t) _—

Aplicando la férmula (5.8) para el calculo de €(t) y tomando el valor final de la expresién
resultante, se deduce que los coeficientes de error vienen dados por las expresiones siguientes:

Co = limwg(s),
s—0

dwE

g 1’ _

Cl Sl_I)I(l) ds ’

. d*wg

Ce = l»lf(l) ds?

. d"wg

Cn - l—>0 ds™

5.3. Sensibilidad a las variaciones de los parametros

La sensibilidad de un sistema a las variaciones de los parametros expresa el cambio que se
produce en su comportamiento al cambiar el valor de tales pardmetros [2, sec. 5.3]. En términos
matematicos, la sensibilidad de una funcién F respecto a otra funciéon P se define como el
cociente entre la variacién relativa de F' y la variacién relativa de P, y se denota por Sg

gr _ 4F/F _d(nF) _ PdF
F=4dp/P ~ d(nP) FdP

(5.9)

Un sistema de control cuyas funciones de sensibilidad tienen valores reducidos se suele denominar
sistema robusto. En nuestro caso F' es una funcién de la variable compleja s, que representa una
funcion de transferencia que determina el comportamiento del sistema, y P es un parametro o
funcién cuya variacién hace que F' también varie. En la figura (5.5) se representa un sistema
compuesto por dos bloques en cascada, con funciones de transferencia G; y Ga, y otro formado
por los mismos bloques en lazo cerrado. Vamos a hallar la sensibilidad del sistema, en ambos
casos, con respecto a las variaciones de Gi. En el primer caso los bloques G y G2 estan en
cascada. La funcién de transferencia total del sistema es

F =G1Gs
Segun (5.9) la sensibilidad respecto del parametro Gy es:

Gy dF Gy

Sk — 22
G 7 FdG, T G1G

Gy=1

Este resultado indica que, en éste sistema de lazo abierto, a una variacién reactiva en el parametro
P corresponde una variacién relativa idéntica en F y por lo tanto en su respuesta.
El segundo caso es un sistema con realimentacion negativa de la salida a través del bloque

(9. La funcién de transferencia es:
G1

F=_— 1
1+ GGy
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ﬁ» G,(s) > Gy(s) ﬂ
U(s) Y(s)

Gy(s) —o—

G,(s)

Figura 5.5: Sistemas en cascada y en lazo cerrado

La sensibilidad respecto del pardmetro G es ahora:

Gy dF 1

Y —— =
CL™ FdG, 1+ G1Gs

Lo que indica que la sensibilidad respecto a la variaciéon del pardmetro G; se ha dividido por un
factor (1 + G1G2) en relacién al caso anterior. Sin embargo, si hallamos la sensibilidad respecto
al pardmetro Go, elemento de realimentacion,

oGP Gy G GGy
G2 F dGsy F (1+G1G1)2 1+G1Gy

vemos que el sistema es muy sensible sus variaciones.

5.4. Sensibilidad a las variables perturbadoras

Hasta ahora se ha analizado la respuesta temporal y algunas especificaciones como la preci-
sién de los sistemas de control, considerando que la entrada o entradas al sistema son senales
de referencia o mando deseadas e impuestas al sistema para obtener un determinado compor-
tamiento. Los sistemas se ven a menudo afectados por otras entradas no deseadas, de origen
diverso, que se aplican en algunos de sus componentes. Este tipo de entradas se suelen denomi-
nar entradas perturbadoras y suelen producirse por ruidos que afectan a las entradas de mando,
variaciones inevitables en los parametros del sistema o cambios en el medio en que esta actuando
el sistema [2, sec. 5.4]. En los casos en que no sea posible eliminar las entradas perturbadoras
puede reducirse su efecto por medio de la realimentacién negativa. Consideremos la entrada no
deseada d del diagrama de bloques de la figura 5.6.

Las funciones de transferencia relativas a la salida y con relacién a cada una de las entradas
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D(s)

X(9) Y(9
Gy(s) Gy(s)

H(s) |=

Figura 5.6: Sistema de control con entrada perturbadora

son:
Y(S) . G1G2
U(s)  1+GiGoH
Y(S) _ G2
D(s)  1+GiGoH

Los polinomios caracteristicos de ambas ecuaciones son idénticos pero los numeradores difieren
en el factor G; de la primera. Para atenuar el efecto de la entrada d se deberd hacer cumplir la
condiciéon G1 >> (G2, actuando sobre los componentes del sistema.

5.5. Indicies de comportamiento de los sistemas

En el diseno de un sistema de control de tipo SISO (Single Input Single Output) pueden
utilizarse como indices de funcionamiento los valores caracteristicos de la respuesta temporal o de
la respuesta de frecuencia que hemos visto en el presente capitulo [Ogata 82, sec. 7.3]. Mediante
éstos indices se establecen criterios de control que, aplicados al diseno de los componentes de
los sistemas, pueden determinar los valores 6ptimos de ciertos parametros. Por ejemplo, puede
establecerse como criterio minimizar el tiempo de respuesta del sistema. Para ello podria tomarse
como indice de comportamiento del sistema el tiempo de subida ¢ definido por la curva de
respuesta temporal de la figura 5.1. Quizds sea mas conveniente, en otro sistema de control, el
criterio de minimizar el error de estado estacionario. Suelen asi mismo adoptarse otros indices
de calidad del sistema tales como

/Ot e(t)d(t), /Ot le(t)]dt, /Ott\e(t)\dt

En la teorfa de control moderna, aplicable a sistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output)
el indice I de comportamiento que ha de minimizarse para establecer un control 6ptimo suele
tener la forma .

1

I= flz(t),u(t), t]d(t)
to

en la que x(t) es el vector de estado, u(t) el vector de entradas y f la funcién objetivo. Se han
desarrollado diferentes métodos de diseno como el de asignacién de polos, controlador éptimo y
otros basados en la teoria de la programacion lineal y en la estadistica.
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5.6. Estabilidad de los sistemas de control

La estabilidad es la mas importante entre las especificaciones de funcionamiento. Mas atn,
es una condicién necesaria para un aceptable comportamiento dindmico del sistema [Kuo 82,
cap. 7).

Como ya hemos estudiado, la respuesta de un sistema de control cuyo modelo externo es
una funcién de transferencia de orden n se basa en las raices s;,7 = 1,...,n de su ecuacion
caracteristica. Si alguna de las raices s; tiene parte real positiva, el término exponencial corres-
pondiente de la respuesta, dada por

y(t) = EH: kie®*
=1

tiende a infinito y el sistema es inestable. La inestabilidad de un sistema origina un funciona-
miento incorrecto del mismo, al quedar la respuesta fuera de los limites aceptables y puede, en
ocasiones, causar la destruccién del sistema o de algunos de sus componentes.

Pero no sélo se requiere una repuesta estable del sistema definido por los valores actuales
de los parametros asociados a sus componentes (estabilidad absoluta), sino que tal respuesta
debe permanecer estable aunque determinados pardmetros sufran ciertas variaciones (estabilidad
relativa).

Estados de equilibrio
Supongamos que el modelo de un sistema dindmico es la ecuacién diferencial
= f(z,1) (5.10)

endondex € R", t € R, f: R"xR — R” y supongamos que la funcién f satisface las condiciones
necesarias para la existencia y unicidad de la solucién z(t). Si f(z,t) no depende explicitamente
de t decimos que el sistema dindmico es auténomo. Por ejemplo, un péndulo que oscila libremente

y

N

mg

Figura 5.7: Estado de equilibrio de un péndulo

(figura 5.7), sin fuerzas exteriores, es un sistema auténomo. En efecto, aplicando la 2* ley de
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Newton, la ecuacién diferencial de este sistema es

2
m > d zt(t) =—mgl sinf(t)
es decir,
d?o(t
dt( ) _ —%sin@(t),

cuyo segundo miembro no depende de t en forma explicita. Si hacemos 0 = x1,60 = x5, obtenemos
como modelo de estado

L1 (t) = xa(t)

ig(t) = —% sin xl(t)

Una nocién que todo el mundo intuye es la de punto de equilibrio. En el caso del péndulo, un
punto de equilibrio es el definido por las condiciones iniciales «(t) = 270°, o/(t) = 0 puesto que,
con esa posicién y velocidad iniciales y en ausencia de fuerzas exteriores, no se movera. Con la
notacién habitual en el espacio de estado, dicho punto de equilibrio es

|- 17 ]
Te2 0

Otro punto de equilibrio es zeo = [37, 0]7.

Se dice que un sistema dindmico definido por la ecuacién diferencial (5.10) tiene un punto o
estado de equilibrio en x = z., siendo z, un vector constante, si se cumple que f(z.,t) = 0 para
todo t. Se deduce de (5.10) que, si x(t9) = x., entonces x(t) = z, para todo t > ty. Es decir
que toda solucién z(t) cuyo punto inicial es z(ty) = z. permanece en el mismo punto z.. Un
punto de equilibrio se denomina aislado si en un entorno de dicho punto no existe otra solucion
constante.

Si realizamos el cambio 2’ = x — . se ve que el punto de equilibrio . se traslada al origen del
espacio de estado en las nuevas variables de estado 2’. Por ello se suele considerar habitualmente
el origen como punto de equilibrio.

Estabilidad

La estabilidad de un sistema puede definirse con diferentes criterios que han dado lugar
a sucesivos conceptos de estabilidad aunque con significados equivalentes. Podemos pensar
intuitivamente que un sistema dindmico es estable en un punto z. de equilibrio si una ”pe-
quena” perturbacién de dicho estado en un instante ¢y produce una evolucién dindmica también
”pequena’para t > tg. Volviendo al ejemplo del péndulo, se ve que este sistema es estable en el
estado de equilibrio x; = [%77, 0]7, pero es inestable en el punto z.o = [%w, 0]7.

Otro ejemplo en el que se podemos apreciar la idea de estabilidad es el representado en la
figura (5.8) Se trata de una bola colocada en una depresién topografica (a), en la cispide de
una altitud (b) y en un punto de un valle elevado (c). Vamos a suponer que existe rozamiento
v que, a partir de cada posicién de equilibrio, se imprime un pequeno desplazamiento a la bola.
Sabemos por la experiencia que en el caso (a) la bola se movera de forma oscilante hasta que
finalmente quedard en reposo en el mismo estado de equilibrio que antes (equilibrio estable). En
el caso (b), un pequeno desplazamiento hara que la bola caiga al precipicio (equilibrio inestable).
Por tltimo, en el caso (c), un pequeno desplazamiento hard que la bola vuelva a su posicién de
equilibrio estable, como en el caso (a), pero un desplazamiento mayor puede hacer que la bola
pase a una nueva posicion de equilibrio estable o incluso, para un desplazamiento atin mayor,
caiga al precipicio.
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(a (b) (c)

Figura 5.8: Posiciones de equilibrio de una bola

Por estos y otros ejemplos podemos pensar que el concepto de estabilidad no parece del todo
simple. Asi es, y por ello se ha definido de muchas formas a lo largo del tiempo. A continuacion
se da la definicién de Lyapunov.

Definicion 1 [Estabilidad]
Se dice que un estado de equilibrio en z = 0 es

(1) Estable: si para cualquier escalar ¢ > 0 existe un escalar § tal que ||z(tg)|le < ¢ implica
|z(t)||e < € para todo t > to.

(11) Asintoticamente estable: si es estable y si, ademés, + — 0 cuando x — oo

(111) Inestable: si no es estable.

x(t)

/N
</

Figura 5.9: Estabilidad de Lyapunov

La figura (5.9) puede ayudar a comprender esta definicién. En ella se ha representado una
posible trayectoria en R? y dos circulos de radios 6 y €. Decimos que el sistema es estable si para
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cada € existe un ¢ tal que si el estado inicial xy estd dentro del circulo de radio ¢ entonces la
trayectoria x(t) queda dentro del circulo de radio €, para t > ty.

Prueba de Routh-Hurwitz

Si la ecuacién caracteristica del sistema se halla en forma factorizada, la estabilidad del
sistema puede determinarse de modo inmediato por inspeccién de las raices. Si hay alguna raiz
con parte real positiva el sistema es inestable. La prueba de Routh es un método para averiguar
el nimero de raices de la ecuacién caracteristica que se encuentran en la mitad derecha del plano
complejo, es decir, tienen parte real positiva [Kuo 82, sec. 7.5]. Consideremos un sistema cuya
ecuacién caracteristica sea

ans" 4+ an_18"" + ...+ ass® +a1s+ag =0 (5.11)

Una condicién necesaria para que las raices de la ecuacién tengan todas la parte real negativa es
que los coeficientes de dicha ecuacion tengan todos el mismo signo y que no haya ninguno nulo.

La condicién necesaria y suficiente para que las raices de la ecuacién caracteristica se en-
cuentren ubicadas en el semiplano derecho es que los determinantes de Hurwitz Dy, Do, ..., D,
de dicha ecuacién sean todos positivos. Los determinantes de Hurwitz correspondientes a la
ecuacién caracteristica (5.11) estédn definidos de la siguiente manera:

Gn 1 Gp_3 Gpn—1 Aan-3 0anp-5
n— n—
Dy =an-1, D2= , D3=| an apn-2 an-4
an (p—2 0
Gn—-1 Aan-3
Gpn—1 Aan—-3 0Aan-5 Qanp—7
an Gp—2 An—4 Aan—6
D 0 Gp—1 0dn—-3 0an-5
n 0 0 ap—2 Adn—4
0 0 0 ... ap

Para evitar el cdlculo de determinantes de orden elevado se forma la tabla de Routh, de la
forma que continuacion se indica.

Las primera fila se forma con los coeficientes pares y la segunda con los impares. Las sucesivas
filas se forman a partir de las dos primeras del modo siguiente:

Gn Gn—2 an, an—4 Gn Gn—6

ap—1 0Gn-—3 Gp—1 An—5 ap—1 An—7
bp=———, bp="——"—8#H—  b3=

—Qnp—1 —Qnp—1 —Qnp—1

Gnp—1 0an-3 an—-1 0Aan-5 n—-1 QAan-7

b1bo b1bs b1by
Ccl1 = 5 Cy = 5 C3 = (512)

—by —by —by

De este modo se calculan los coeficientes y se van colocando en la tabla de Routh como se indica
en la tabla 5.2. El proceso contintia hasta la fila n 4+ 1. El criterio de Routh establece que la
condicidn necesaria y suficiente para que todas las raices de la ecuacién caracteristica tengan
parte real negativa es que todos los elementos de la primera columna de la tabla tengan el mismo
signo. De otro modo, el niimero de cambios de signo habidos en los elementos de dicha columna
es igual al nimero de raices de la ecuacién caracteristica con parte real positiva. Puede probarse
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fila 1: an Ap—9 QAp—4 an—06 ap_g
fila 2: p-1 Qp-3 Gnp—5 Gp-7  Qdp_9
fila 3: b1 b2 b3 b4 b5
fila 4: C1 (&) C3 Cq Cs
fila n-2: e €9 es 0 0
filan-1: f; fo 0 0 0
fila n: g1 0 0 0 0

Cuadro 5.2: Tabla de Routh

que la condicién de los determinantes de Hurwitz es equivalente a la condicién de los elementos
de la primera columna de la tabla de Routh.

Si en la primera columna de la tabla de Routh aparece algin elemento nulo, el método
falla por producirse divisidon entre cero. Debe entonces sustituirse cada elemento nulo por un
arbitrario, pequeno y positivo nimero €, tal que 0 < € < 1, procediendo a realizar el citado
algoritmo.

Si es cero un elemento de la primera columna y son ademads nulos todos los elementos de la
fila correspondiente, debe hallarse, en primer lugar, la ecuaciéon auxiliar cuyos coeficientes son
los de la fila de encima a la de coeficientes nulos. Algunas raices de la ecuacién caracteristica
se obtienen resolviendo la ecuacién auxiliar. Luego se divide el polinomio caracteristico por el
polinomio de la ecuacién auxiliar, y se aplica la prueba de Routh al resultado de la divisién.

La prueba de Routh sirve también para determinar intervalos de ciertos pardmetros ajusta-
bles para los cuales el sistema es estable. Para ello se forma una tabla de Routh que puede tener
elementos expresados como funciéon de parametros. Expresando la condicién de que no exista
ninglin cambio de signo en la primera columna de la tabla, resultardn las relaciones que deben
de cumplir los pardmetros para asegurar la estabilidad.

Estabilidad relativa

El criterio de Routh es un método rapido de analisis de la estabilidad de un sistema de control
sin hallar las raices de la ecuacion caracteristica. No solo sirve para hallar la estabilidad absoluta
sino que puede utilizarse para hallar la estabilidad relativa. Se define la estabilidad relativa como
la distancia entre el eje imaginario y la raiz de la ecuacion caracteristica mas préxima al mismo.
Para hallar la estabilidad relativa por el criterio de Routh se debe proceder por tanteo. Si un
sistema dado es estable, la prueba de Routh nos dird que todas las raices quedan en el semiplano
izquierdo complejo. Desplazamos los ejes hacia la izquierda una distancia arbitraria a, haciendo
el cambio de variable s = z—a, y volvemos a aplicar la regla de Routh. Si, por no existir cambios
de signo en la primera columna de la tabla, las raices vuelven a quedar en el semiplano izquierdo,
la estabilidad relativa sera de, por lo menos, a unidades.

5.7. Controlabilidad y Observabilidad

Dado el modelo lineal de un sistema dindmico

#(t) = Ax(t)+ Bu(t) (5.13)
y(t) = Cat)
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en donde A € R™™ B € R"™™ (C € RP*" sabemos que si u(t) es una funcién continua (o
continua a trozos), la solucién z(t) de la ecuacién diferencial con la condicién inicial z(0) = zg
tiene una tnica solucién, que viene dada por la expresién

t
z(t) = e z(0) —l—/ A7) Bu(r)dr
0

Para demostrar esta férmula, multipliquemos ambos miembros de (5.13) por e, por la izquierda:
e i (t) = eM Ax(t) + e Bu(t)

Teniendo en cuenta que

queda

e, integrando, obtenemos la solucién:

z(t) = et [w(O) + /0 t eATBu(T)dT]

Si el instante inicial es t = ty en vez de t = 0, las condiciones iniciales serdan z¢g = x(t9) y la
expresion de la solucién es entonces

a(t) = eAlt=to) [m(to) + / t e—Aﬁ—to)Bu(T)dT} (5.14)
to

A veces se utiliza la notacién
Bt to) := 7o)

en donde ¢(t,t,) se denomina matriz de transicion entre estados. Es facil ver que tiene las
siguientes propiedades

L Lot tg) = Ad(t, to)

2. ot t) =1,

3. B(to,t) = ¢~ (¢, to)

4. ot to) = o(t, t1)d(t1,t0), to<t1 <t

Utilizando la matriz de transicién, la solucién se escribe

x(t) = ¢(t, o) |:.’B(t0) + t o(to, 7)Bu(T)dr (5.15)
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Controlabilidad

Ya sabemos hallar la solucién del sistema (5.13), aplicando la férmula (5.15). Dado que el
estado z(t) del sistema pertenece al espacio vectorial R, obviamente hay en el mismo un numero
infinito de estados. Nos plantemos el siguiente problema: ;Es controlable el sistema? Es decir, ;es
posible, por medio del control, alcanzar todos los estados? Mas exactamente, dados dos estados
cualesquiera, uno inicial z(tg) = x¢ y otro x1, jexistird algin vector de entrada u(t) tal que la
solucién z(t) del sistema, para un tiempo finito t = ¢; > tg, valga x(t1) = 217

Definicion 2 Se dice que el sistema (5.13) es completamente controlable (o, sin més, controla-
ble) si, dado un instante inicial ¢y y dados dos estados cualesquiera, uno inicial z(¢g) = z¢ y otro
final ¢, existe un tiempo t; > ¢y y un vector de control u(t), to <t < ti, tales que x(t1) = xy.

Es fécil ver (realizando el cambio de coordenadas =’ = = — xy) que siempre podemos con-
siderar que el estado final es el origen del espacio de estado, es decir, xy = 0. Por ello, no se
pierde generalidad si en los razonamientos suponemos x ¢ = 0.

Si en la férmula (5.14) ponemos ty = 0, z(0) = zo, x5 = 0, queda

t1
—eAtlx(O)—/ A=) Bu(r)dr
0

y, simplificando,
t1
—:L‘(O):/ e~ Bu(r)dr
0

Consideremos el conjunto

T, = { /O AT Bu(rdr . u(t) € CZ[O,tl]}

en donde C%[0, t1] denota el espacio lineal de las funciones continuas a trozos, con discontinuidades
de salto finito, en [0, ¢1]. Podemos considerar que el conjunto I'y; estd definido por la aplicacién
lineal
Cc*[0,t1] — R”
u(t) — 51 e~ AU Bu(r)dr
con lo que I'y, es un subespacio vectorial que se denomina subespacio de controlabilidad. Como
vamos a ver a continuacion, la matriz (Q € R™*™" dada por

Q=[BAB A’B ... A" 'B]

esta estrechamente relacionada con el problema que estamos estudiando y se llama matriz de
controlabilidad.

Teorema 5.7.1 FEl sistema
z(t) = Ax(t) + Bu(t) (5.16)

en donde A € R""™ B € R™ ™ es controlable si y sdlo si la matriz de controlabilidad Q) tiene
rango n

DEMOSTRACION:
a) Necesidad: Sistema controlable — rg@Q =n
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Supongamos que el sistema es controlable. Para probar que rg () = n vamos a ver que la condicién
contraria, rg () < n, nos lleva a una contradiccion.

SirgQ < n, las filas de la matriz @ son linealmente dependientes, por lo que ha de existir
un vector no nulo g € R™ tal que

¢qB=0,¢qAB =0, gA’B=0, ..., ¢A" 'B=0 (5.17)

Sabemos que la solucion del sistema (5.16) es

a(t)::eAt[x(O)%—JﬁteATl?u(T)dT] (5.18)

Sea tg = 0, z(0) = x¢ e impongamos que z(t) = 0 para t = t; > 0, lo cual puede hacerse por ser
el sistema controlable. Entonces tenemos

2(t) = 0 = At [az(O) + /0 ! 6ATBU(T)dT]

Sabemos, por la teorfa de matrices [?, p.69], que la funcién exponencial matricial e=4* se puede
expresar como polinomio en A de grado, a lo sumo, n — 1, de la forma

e M =rol + A+, AT

en donde r;, i = 0,...,n — 1, son funciones escalares de 7 que pueden calcularse. Sustituyendo
en la ecuacién anterior y simplificando, queda

t1
—x9 = —/ (rol + A+ ...+ rp 1AV HBu(r)dr
0
Multiplicando por la izquierda por ¢ tenemos
t1
—qrg = —/ (qrol +qriA+ ...+ qro1 AV HBu(r)dr
0

pero, segin (5.17), ha de ser ¢B =0, gAB = 0,...,qA" ' B = 0, de donde resulta que
qro =10

Al ser el sistema completamente controlable, esto ha de ser vélido para cualquier zg, es decir
Vag : qrg = 0, lo cual implica que ha de ser ¢ = 0.
Hemos llegado a una contradiccién y, por tanto, se ha de verificar que

g =n

b) Suficiencia: rg@Q =n =  Sistema controlable.

Suponiendo que rg () = n, vamos a probar que, para cualquier estado inicial zq, existe un control
u(t), 0 <t <ty que, sustituido en (5.18), hace que x(t1) = 0. Vamos a “fabricar” una funcién
u(t) cumpla esto. Para ello vamos a utilizar la matriz simétrica constante

t1
Al—/ e~ A"BBT AT 4r
0
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y su forma cuadratica asociada

t1

oMo = / aTe 4" BB e "o dr (5.19)
0
t1

= ¢(r)¢" (T)dr

0

t1
- /0 l6(r)|l.2dr > 0

En donde o € R™. Estéd claro que M es semidefinida positiva y que sera singular si y sélo si
existe un vector no nulo & € R™ tal que

&' Méa =0 (5.20)

ya que entonces Ker M # {0}. Pero, si fuera asi, segtin (5.20) y por la propiedad de la norma
euclidea de matrices que dice ||A|| =0 <= A = 0, entonces deberia ser ¢(7) =0, 0 < 7 < ¢;.
Ahora bien, como

At ot? | st
et =1, +At+ A 5_’_14 5—'_

tenemos que

2 3
(1) :@Te—AT:dT(In—AT+A2% —A3%+,_,)B:0’ 0<r<t
de donde se deduce que
a'B=0,a"AB =0, aTA’B=0, ...

y, por tanto, @7 Q = 0. Pero esto no es posible ya que, por hipétesis, rg Q@ = n. Por tanto no
puede existir un vector & que verifique (5.20), como habiamos supuesto, y resulta que la matriz
M no es singular.

Si ahora tomamos como vector “fabricado” de control

u(t) = —BTeA ' Mgy, 0<t<ty,

sustituyendo en (5.18) para t = t; queda

t1
z(t) = e[z — / e*ATTMfla:odT]
0
= Mgy — MM tzg] =0
que era lo que queriamos y, por tanto, el sistema es controlable. O
Observabilidad

En un sistema dinamico las variables accesibles, observables si se quiere, son las salidas. En
cambio, las variables de estado son variables internas que, en principio, no son accesibles ni, por
tanto, observables, al menos directamente. La observabilidad es la cualidad que permite, cuando
existe, determinar las variables de estado de un sistema dinamico a partir de las variables de
salida del mismo.
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Definicion 3 Se dice que un sistema dinamico lineal, definido por

z(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)
es completamente observable o, sin més, observable, si para cualquier instante inicial ty y para

cualquier estado inicial z(tg) = zo existe un tiempo finito ¢; > to tal que el conocimiento de u(t)
y de y(t) para tg < t < t; es suficiente para determinar xy de forma tnica.

(5.21)

Teorema 5.7.2 El sistema dindmico lineal y de coeficientes constantes (5.21) es observable si
y solo si la matriz de observabilidad R € R™"™*™,

C
CA
R = CcA?

CAnfl |

tiene rango igual a n.

La demostracién es parecida a la del teorema (5.7.1). Ver [?, p.113].
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Capitulo 6

Sistemas de Tiempo Discreto

6.1. Introduccion

El progresivo perfeccionamiento y la disminucién del coste de los microprocesadores, desde
su apariciéon en 1971, ha permitido su utilizacién en aplicaciones diversas entre las que destacan
las de control. En la actualidad los sistemas de control basados en microprocesadores pueden
competir en precio con los disenados con componentes analégicos, incluso en sistemas monovaria-
bles, siendo de prestaciones muy superiores. Un controlador digital puede realizar la funcién de
un controlador analégico en un sistema de regulacién. Pero ademads, el controlador digital puede
realizar procesos de control mucho mas complejos y precisos no solo en sistemas monovariables
sino también en los multivariables. Ademaés de la tarea de control el microprocesador puede
realizar otras como, por ejemplo, el almacenamiento de datos en la memoria, la visualizacién de
resultados, la comunicacién con otros controladores u ordenadores para intercambio de datos, la
supervision del proceso, cdlculos de todo tipo, y otras muchas, inimaginables en un sistema de
control de tipo analdgico. Por todo ello los sistemas de control digital se han extendido desde las
tradicionales aplicaciones aeroespaciales y militares hasta otras de consumo como, por ejemplo,
la industria automovilistica y los electrodomésticos.

6.2. Sistemas de tiempo discreto

Para un estudio detallado de estos sistemas vease [Ogata 87|. Los sistemas de tiempo discre-
to son aquellos cuyas magnitudes s6lo pueden tomar un ntimero finito de valores las cuales son
funciones de la variable discreta tiempo (figura 6.1). Los sistemas fisicos existentes en la Natu-
raleza son siempre de tiempo continuo. Los sistemas de tiempo discreto surgen de una manera

0.5cm,0.5¢cmypoint at 0 0 0.25cm;[0.15,0.6] from 9.9 0 to 10 0 0.25¢m;,[0.15,0.6] from 0 5.9 to 0 6 Q{E}W@[O.lf),o.(ﬂ
tich

Figura 6.1: Senales de tiempo continuo y discreto
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KT t t
Computador u(kT) DIA u(t) Planta y(®)
- Algoritmo -
o 5

g
KT
. y(kT) AD <

Reloj

Figura 6.2: Sistema de control por computador

artificial al considerar, por diferentes razones, que los valores de las variables solo existen para
valores discretos del tiempo.

6.2.1. Sistemas intrinsecamente discretos

Existen sistemas inherentemente discretos, como son los sistemas electrénicos digitales se-
cuenciales sincronos, en los que las transiciones entre estados solo ocurren en instantes discretos
de tiempo dados por un oscilador. Asi, aunque las sefiales existen para todos los valores del
tiempo, el sistema solo es activo en los instantes que va marcando el reloj; en el resto del tiempo
el sistema permanece estatico, no cambia. Los computadores son un claro ejemplo de este tipo
de sistemas.

Filtros digitales

Son también sistemas intrinsecamente discretos son los filtros digitales. Un filtro digital es
un programa de computador que opera sobre una secuencia niimérica de entrada y obtiene como
resultado otra secuencia nuérica de salida.

Dicretizacion del tiempo por razones de calculo

En cierto sentido pueden considerarse discretos los sistemas que, siendo continuos, se discre-
tizan a efectos de cémputo por resultar asi mas sencilla la obtencién de resultados por ordenador.
Ello permite la obtenciéon de modelos digitales de sistemas continuos y su resoluciéon por orde-
nador.

6.2.2. Sistemas controlados por computador

Los sistemas de control por computador son sistemas miztos, es decir, tienen una parte
o subsistema que evoluciona en tiempo continuo y otra que lo hace en tiempo discreto. El
subsistema de tiempo discreto se suele denominar controlador digital. Este, en instantes discretos
de tiempo, muestrea un conjunto de senales del subsistema continuo, las procesa y las transmite
de nuevo al sistema. Estos sistemas, cuya naturaleza es continua en parte, son discretos desde el
punto de vista del controlador que sdlo conoce los valores de las sefiales en instantes discretos.
En la figura 6.2 se represenenta el diagrama de bloques de uno de estos sistemas [?].
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CIk(KT)

(o]

X(t) c _— X0

Figura 6.3: Circuito de muestreo y retencién

Sistemas de eventos discretos

En estos sistemas existen procesos que evolucionan de modo concurrente, es decir, simultanea-
mente. Cada proceso puede estar gobernado localmente por un sistema digital apropiado, con
frecuencia un automata programable, y todos los procesos estan controlados por un computador
central. Este computador puede estar a su vez conectado con otros mediante una red de drea
local (LAN).

Su estudio abarca ciertas areas técnicas como automatismos, sistemas operativos de tiempo
real, buses de conexion de periféricos y redes locales asi como otras mas tedricas como son los
distintos modelos matemaéticos existentes, entre los que podemos citar, GRAFCET, redes de
Petri [1] y las teorias sobre procesos estocdsticos y procesos de colas. Su campo de aplicacién es
la automatizaciéon de procesos industriales.

6.3. Sistemas de tiempo continuo muestreados

El proceso de muestreo de una senal analdgica consiste en sustituir la sefial original continua
en el tiempo por una secuencia de valores que corresponden a instantes discretos de tiempo [2,
sec. 11.1]. En la figura 6.1, z(t) se ha representado una senial continua en el tiempo. El muestreo
de esta senal consiste en obtener la secuencia z*(tg), z*(t1), 2*(t2), *(t3), . .. correspondiente a
los valores de z(t) en los instantes tg,t1,t2,t3,.... A este proceso sigue otro de cuantificacién
que consiste en convertir los valores analdgicos obtenidos por el muestreo en ntimeros.

En la practica, la senal x(t) es generalmente de naturaleza eléctrica. El proceso de muestreo
se realiza mediante un circuito electrénico de muestreo y retencién o Sample and Hold (S&H)
similar al de la figura 6.3. En este circuito, el interruptor S es activado por un impulso de control
en cada instante de muestreo ¢, cargando el condensador C' a la tensién z(ty). El condensador
mantiene la tenién hasta que se vuelve a cerrar S en el instante ¢ 1. En la figura 6.4 se han
representado las seniales de entrada z(t) y de salida x,(t) de este circuito. Si el intervalo de tiempo
(tk+1 — tk) que transcurre entre cada dos muestreos consecutivos es constante el muestreo se
denomina periédico y el intervalo T' = (tx4+1 — tx), periodo de muestreo. Otros tipos de muestreo
son el de orden multiple, el de periodo multiple y el de periodo aleatorio. El més comun es el
muestreo periédico.

Puede observarse en la figura 6.4 que la senal de salida del circuito de muestreo y retencién no
es una funcién de tiempo discreto sino que es continua (constante) en cada periodo de muestreo,
presentando discontinuidades en los instantes de muestreo.
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0.5cm,0.5cmj point at 0 0 O.QWL[O.I&O.G] from 23.9 0 to 24 0 0.ZHcm;[0.15,0.6] from 14 5.9 to 14 6 i.lc@@.}%@m,
tibre

Figura 6.4: Muestreo y retencién de la senal
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Figura 6.5: ADC de 3 bits de tipo flash
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0.5¢m,0.5cmy point at 0 0 n%"%E)(:rng,[o.15,0.6] from 0 0 to 10 (E0.25c¢m;[0.15,0.6] from 0 0 to 0 6%;@@&0,2%11?15[0.157
this tibre

Figura 6.6: Reconstruccion de la senial con ZOH

El proceso de cuantificacion es realizado por otro circuito electrénico, un convertidor analdgi-
co digital (ADC), que obtiene el cédigo binario de cada uno de los valores z,(t) que el circuito
S&H va presentando en su salida. Entre los ADC existentes podemos resenar los tipos de aproxi-
maciones sucesivas, integrador, contador y paralelo (flash). Por su simplicidad se ha representado
en la figura 6.5 un ADC de 3 bits de tipo flash. Este convertidor efectia la conversién del va-
lor analégico de xp,(t) presentado en su entrada a cédigo Jhonson, que es convertido a binario
natural por un circuito combinacional.

Este tipo de convertidores proporciona una gran velocidad de conversién, sélo limitada por
los tiempos de los comparadores y del circuito 1égico combinacional.

6.4. Reconstruccion de la senal muestreada

El problema complementario al de muestreo de una senal es el de la reconstruccién de la
misma a partir de una secuencia de muestras. Consiste en obtener la senal original continua en
el tiempo a partir de una secuencia de valores que corresponden a instantes discretos de tiempo.
El método utilizado en la préctica consiste en realizar dos etapas: conversion digital-analdgica
y retencién de la senal de salida del convertidor [2, sec. 11.4]. Un convertidor digital-analégico
realiza la primera etapa mientras que la segunda es producida por un circuito de retencion
incorporado generalmente en el propio convertidor. Por este método se obtiene la senal z, a
partir de sus muestras z*(¢) (figura 6.6). Debe observarse que la sefial x,(¢) no es la sefal
original z(t) sino una senal obtenida a base de pulsos de altura z(kT') y anchura T'. No obstante,
la senal original x(t) puede obtenerse, en teoria exactamente, a partir de sus muestras siempre
que sea una senal de banda limitada, es decir, que la maxima pulsacion de los armdnicos de su
espectro sea inferior a una dada wyq, = B.

6.4.1. Teorema del muestreo

Si una senal z(t) de banda limitada (w;,qe, = B) se muestrea con periodo T, tal que ws =
27 /T > 2B, la senal x(t) puede ser reconstruida completamente a partir de la senal muestreada
x*(t).
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o(t) ZOH(s) 1(t)-1(t-T) _

Figura 6.7: Elemento de retencién de orden cero

6.4.2. Teorema de Shannon

Si una senal z(t) de banda limitada (wye: = B) se muestrea con periodo T, tal que wys =
27 /Ts > 2B, la senal original x(t) viene dada por la expresién

s = 3wy S 6.1)

k=—o0

La demostracién de estos teoremas puede hallarse en [?, sec. 6.5]

6.4.3. El elemento de retencién de orden cero (ZOH)

El filtro paso-bajo ideal realiza la operacién expresada por (6.1). Sin embargo tal filtro no
existe en la realidad por lo que la reconstruccién de la senial a partir de sus muestras debe hacerse
en la practica con filtros paso-bajo reales de orden cero, uno etc. El mas sencillo es el circuito
de retencién de orden cero o Zero Order Hold (ZOH). Este circuito consta en esencia de un
condensador que se mantiene cargado a la tension de cada uno de los impulsos que constituyen
las muestras z*(t) (figura 6.3) Supongamos que, en ¢t = 0, se aplica un impulso unitario a la
entrada del ZOH. La salida es un pulso de duracién T (figura 6.7). Las transformadas de Laplace
las variables de entrada y salida son:

LW =1, L) —1(t—-T)] = (A—eT)

y por tanto, la funcién de transferencia del circuito de retencién de orden cero es

1 e—sT

ZOH(s) = % (6.2)

6.4.4. La transformada estrella

La senal muestreada z*(t) puede expresarse matematicamente por medio de una suma de
impulsos en los instantes de muestreo, de amplitud x(kT'), de la forma

2*t) = 2(0)5(t) + 2(T)6(t — T) + 2(2T)8(t — 2T) + . ..

_ ¥ x(kT)S(t — kT) (6.3)
>

k=0

Su transformada de Laplace, a veces denominada transformada estrella [Ogata 87, sec. 3.5], es

X*(s) = z(0) + 2(T)e T + z(2T)e 2T 4+ ... = ix(kT)e*SkT (6.4)
k=0
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Transformada estrella de la secuencia 1(kT)

Parte real de 1*(s)

imag 10 1

real

Figura 6.8: Aspecto de una funcién X*(s) (parte real)

Podemos ver que X*(s) es una funcién periédica en el plano s (figura 6.8), con periodo jws.
En efecto, si s = 27/T es la pulsacién de muestreo y n es un nimero entero:

X*(s + jnws) = Za:(k:T)e*kT(SH”“’S) = Z x(kT)e M 2mkni (6.5)
k=0 k=0
es decir que
X*(s+ jnws) = Z z(kT)e M = X*(s) (6.6)
k=0

La expresién matematica de la senal z, puede hallarse teniendo en cuenta que se obtiene a
partir de x*(t) y de la sucesién de pulsos obtenidos con el elemento ZOH. Por tanto,

X, (s) = ZOH(s) X *(s) = # ix(kT)e’kTS (6.7)
k=0

6.5. La transformada z

Hemos visto que la transformada de Laplace de una senal muestreada x*(t) es (6.4):

Lla*(t)] = X*(s) =Y _a(kT)e T (6.8)
k=0

Definimos una nueva variable z mediante el cambio

ST =2
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Con la nueva variable z, la ecuacién (6.4) se puede escribir
X*(s) = a(kT)z" = X(2) (6.9)
k=0
La transformada z de una funcién z(¢) se define como
Z[x(kT)] = X*(8)]por_, = > _a(kT)z7" = X (2) (6.10)
k=0

La transformada z de una funcién z(t) es la transformada de Laplace de la funcién z*(t) (z(t)
muestreada), haciendo e*7 = z.

Asi como la transformada de Laplace servia para modelizar los sistemas continuos, la trans-
formada z hace el mismo papel en los de los sistemas discretos.

6.5.1. Propiedades y teoremas de la transformada z

Se describen a continuacién algunas propiedades de la transformada z. Por simplicidad se
supone que el periodo de muestreo T es la unidad. Las demostraciones son inmediatas aplicando
la definicién de la transformada z. Para un estudio més completo véase [Ogata 87, sec. 2.4].

1. Es una transformacién lineal:
Zlax(k) + by(k)] = aZ[x(k)] + bZ[y(k)] = aX (z) + bY (2)
2. Multiplicacién por la constante a”:

Z[a (k)] = X (3)

3. Traslacion real:
Zlx(k—n)] = 27"X(z)

Zlx(k+n) = 2"[X(2)=Y x(k)z7F
4. Traslaciéon compleja:

5. Valor inicial:
z(0) = lim X (z)
6. Valor final:
lm z(k) = lim(1 — 27 1) X (2)

k—oo z—1

6.5.2. Transformadas de algunas funciones elementales

Aplicando la definicién, las propiedades y los teoremas antes enunciados, pueden obtenerse
las transformadas z de algunas funciones sencillas, de uso comtn, que se indican en la tabla 6.1
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f(t) F(s) F(z)
() i 510(0)
1(t) L 1
1 T
t = ek
142 1 1 T2 z(z+1)
2 s3 2 (2—1)3
1 1 1 s (P4t
3! st 3! (z—1)%
; D
%tn % limg 0 (nll)! ga"*1 z—eZ*“T
—at 1
6( @) s+a z—e(Z*aT)
. sin(wT) z
sin(w t) Sersz —2zcos(wT)+22+1
z (—cos(wT)+z)
COS(’U) t) sQ—in —2zcos(wT)+z2+1
—at 4 2 (—e(=2T) cos(w T)+2)
el=e COS(U) t) (S+Z)£HU2 —2ze(=aT) cos(w T)+224e(—2aT)
—at) . ze(=aT) gin(wT)
e(—at) sin(wt) m)% 2ze(—eT) cos(w ) +22+e(—2aT)
—ot) . (s+0) sin(¢)+wcos(¢) | z(cos(¢) e~ T) sin(wT)—sin(¢) cos(wT) e~ T) fsin(¢) z)
e( ot) sln(wt + ¢) (s40)2+w? e(=20T) 2 z cos(w T) e(— T) 22
—ot (s+0) cos(¢)—wsin(¢) | z(cos(p) e~ T) cos(w T')+sin(¢) sin(w T) e(=7 T) —cos(¢) z)
el=0ot) cos(w t+ ¢) (5+0)2Fw? 20 T 12 2 cos(w T) e(—o T)—22

Cuadro 6.1: Transformadas z de algunas funciones

6.5.3. Transformada z de diferencias finitas

Se define la diferencia primera hacia atrés, entre (k) y z(k — 1), como
Azx(k) =x(k) —z(k — 1)
La transformada z de Az(k) es

Z[Ax(k)] = Z[z(k ) @k =] = Zlzk)] ~ Zlz(k - 1)
= X(2) -2 X(2) = (1 - 271)X(2)

La diferencia segunda hacia atras se define como la diferencia de la diferencia primera, es decir

AlAx(k)] = Alz(k) — x(k —1)] = Alz(k)] — Alz(k - 1)]
= zk)—x(k—1)—x(k—1)+z(k —2)
= xz(k) —2z(k—1)+z(k —2)

A%z (k)

Por tanto, la transformada z de la diferencia segunda es
Z[A%x(k)] = [x( ) — 2»”6( 1) +z(k —2)]

= X(z)- X(z) +272X(2)
= (1- 22: “2)X (2)
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es decir

Z[A%z(k)] = (1 — 271X (2)

y del mismo modo pueden obtenerse

ZINz(k)] = (1-2"13X(2)
ZIAY(R)] = (1-2"YH%X(2)
Z[A™z(k)] _ (1—2"H"X(2)

Se deduce aqui que la operacién de tomar la diferencia hacia atras de orden n de x(k) corresponde
a multiplicar por (1 — z~1)" su transformada X (z).
La diferencia primera hacia delante entre xz(k + 1) y z(k), se define como

Ax(k) =x(k+1) — (k)

La transformada z de esta diferencia es

Z[Ax(k)] = Zlz(k+1) —2(k)] = Z[z(k +1)] — Z[z(k)]
= 2X(2) = 22(0) = X(2) = (z = DX(2) — 22(0)

La diferencia segunda hacia adelante es

Az(k) = Alx(k+1)—2(k)] = Az(k+ 1) — Ax(k)
= z(k+2)—2(k+1) —x(k+1)+ x(k)
= x(k+2)—2x(k+1)+ x(k)

La transformada z de esta diferencia es

ZIN%2(k)) = Zx (k+2)—2x(k+1)+9€( )]
= 22X (2) — 222(0) — 22(1) — 2[2X (2) — 2z2(0)] + X (2)
= (2= 1)°X(2) — 2(2 = 1)z(0) — 2[z(1) — 2(0)]

y, por tanto,
Z[A%z(k)] = (2 — 1)°X (2) — 2(z — 1)x(0) — 2Az(0)

siendo Az(0) = z(1) — z(0).
Procediendo de asi podemos obtener las expresiones de las diferencias hacia adelante tercera,
cuarta etc. La transformada z de la diferencia hacia adelante de orden n resulta:

Z[A"z(k)] = (z — 1)" X (2) — zz )L AT (0)

6.6. Ecuaciones diferencia y funciones de transferencia en z
Una ecuacién diferencia de orden n es una expresion de la forma:
any(k) + an—1y(k — 1)+ ...+ aoy(k —n) = bpx(k) + bp—1x(k — 1) + ... + boz(k —n) (6.11)

en donde x e y son funciones de la variable discreta k. Hallando la transformada z de ambos
miembros de la expresién queda:

(an + @127+ ...+ agz )Y (2) = (by + bp_127F + ...+ boz ) X (2)
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La relacion entre Y (z) y X (z) se denomina funcién de transferencia discreta G(z):

Y(2)  by+ b1z V4. Fbgz

G(z) = _
(2) X(z) apn+tapn—1z7 4. +agz"

(6.12)

o, multiplicando numerador y denominador por 2",

bpz™ 4 bp_12" L4+ ..+ b
2" + ap_12" 1 4+ ...+ ag

G(z) =

Puede apreciarse la semejanza de las ecuaciones (6.11) y (6.12) con ecuacién diferencial

(n) . . (m) .. .
an Y +...F+aij+ a1y +agy =by T +... 4 boZ + b1d + box

y la funcién de transferencia

b 8™ 4 by 1s™ L 4. 4+ bys + by
8" + ap_18""1 + ... +a15 + ag

G(s) =

de un sistema continuo. La ecuacion diferencial y la funcién de transferencia en s describen un
sistema continuo, mientras que la ecuacién diferencia y la funcién de transferencia en z describen
uno discreto.

6.7. Obtencion de la transformada z inversa

La transformada inversa Z~! de una funcién X(z) es la sucesién de valores z(kT), k =
0,1,2,..., tal que Z[z(kT)] = X (2).

Hay que tener en cuenta que con Z~! no se obtiene la funcién z(t), puesto que en la sucesién
obtenida x(k7T") no estan incluidos los valores de x(t) comprendidos entre cada dos valores
consecutivos de k. A continuacién se indican los métodos mas usuales de hallar la transformada
Z~1 [Ogata 87, sec. 2.5].

6.7.1. Meétodo de integracion compleja

La transformacién inversa se obtiene, por integracién en el campo complejo, resolviendo la
integral (6.13) a lo largo de un contorno cerrado C' del plano complejo z que encierre a todos
los polos.

z(kT) = % /zk_lX(z)dz = Enj K; (6.13)
¢ i=1

siendo K1, Ko, ..., K,, los residuos de la funcién zk*IX(z) en cada uno de sus polos 21, 22, . . ., Z.

6.7.2. Meétodo de la division directa

La transformada inversa Z~! de una funcién X(z), expresada en forma de cociente entre
los polinomios N(z) y D(z), puede hallarse efectuando la division larga de N(Z) entre D(z),

obteniéndose una serie infinita de potencias en z~!:

2

—1 —
=ag+ a1z " +az “+...

La secuencia z(kT') es, directamente, la formada por los coeficientes ay:

z(kT) = ay,
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6.7.3. Meétodo de expansion en fracciones simples

Este método es similar al utilizado en la transformacién inversa de Laplace. Consiste en des-
componer la funcién X (z), cuya antitransformada z(kT") se desea hallar, en suma de fracciones
simples, de la forma

X(z k k k
Gl kR
< 2 | Z = P2 2= Pn
en donde p1, p2, .. ., pp son los polos (simples) de X (z). De aqui se obtiene inmediatamente Z 1,

ya que

_ y107
2 (25) =t
K3

Si X (z) tiene polos multiples se utilizan las mismas férmulas de expansién en fracciones simples
para el caso de raices multiples utilizadas en la obtencién de la transformada inversa de Laplace.

6.8. Meétodo de resolucion numeérica de la ecuacion diferencia

Si G(z) esta expresada en forma de cociente de polinomios en z, con coeficientes numéricos,
la antitransformada y(k) puede hallarse numéricamente mediante computador, resolviendo una
ecuacién diferencia. Para simplificar las expresiones suponemos una G(z) con numerador de
segundo orden el denominador de tercero, de la forma

B baz? + b1z + by
24 a2 +arz+ ag

G(2)

Sea X (z) la funcién de entrada de G(z) e Y (2) la de salida. Entonces,

(6.14)

b222 + b1z + by

V(s =
(2) 23+ a0z? + a1z + ag

X(z)
Si la entrada z(kT') es la funcién 6 de Kroneker,
z(k)=1, k=0x(k)=0, k>0

su transformada es X (z) = 1y, por tanto, Y (z) = G(z). Pongamos la funcién de transferencia
(6.14) en forma de ecuacion diferencia:

y(k +3) + agy(k + 2) + ary(k + 1) + agy(k) = box(k +2) + bra(k + 1) + bz (k)

o bien
y(k +3) = boar(k + 2) + biz(k + 1) + boz(k) — asy(k +2) — ary(k + 1) — aoy(k)  (6.15)
Demos valores a k. Para k = —3 obtenemos:
y(0) = byw(—1) + bra(~2) + boa(~3) — azy(~1) — ary(~2) — aoy(~3)

Pero z(—1) = 2(—2) = 2(—3) = y(~1) = y(~2) = y(—3) = 0, luego y(0) = 0. Para k = —2:

y(1) = byz(0) + bya(—1) + boz(—2) — asy(0) — ary(—1) — agy(—2) = by (0) = by
Para k = —1:

y(2) = baa(1) + b1x(0) + box(—1) — azy(1) — ary(0) — agy(—1) = by — azby
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U(z) Y(2)

—> G (Z)

Figura 6.9: Sistema SISO de tiempo discreto

Los valores y(0),y(1),y(2) obtenidos hasta aqui son las condiciones iniciales que debe tener la
ecuacién diferencia (6.15) para que la funcién Y (z) obtenida al hallar su transformada z sea la
propuesta. Por tanto, para hallar la transformada inversa Z~! de la funcién Y'(z), se resuelve la
ecuacién diferencia (6.15) con condiciones las iniciales y(0), y(1),y(2) halladas. Para ello, se van

dando a k los valores 0,1,2, ..., obteniéndose los valores de y(k) correspondientes a Z~1[X (2)].
Es decir

y(3) = bax(2) + biz(1) + box(0) — a2y(2) — a1y(1) — apy(0)

y(4) = box(3) + b1z(2) + boz(1) — a2y(3) — a1y(2) — aoy(1)

y(5) = bax(4) + b1x(3) + bow(2) — a2y(4) — a1y(3) — apy(2)

y(6) = box(5) + brz(4) + box(3) — az2y(5) — ary(4) — aoy(3)

Este proceso puede implementarse en un sencillo programa de ordenador que resuelva la ecuacion
diferencia (6.15) con los datos y condiciones iniciales indicadas. Si los polinomios que forman
Y (z) fueran de orden n, la ecuacién diferencia (6.15) seria de orden n, procediéndose de modo
similar.

6.9. Modelos matematicos de los sistemas de tiempo discreto

Sabemos que un sistema de tiempo discreto es aquel cuyas variables son funciones de la
variable discreta tiempo. En la figura 6.9 se ha representado el diagrama de bloques de un
sistema SISO de tiempo discreto. Del mismo modo que un sistema lineal y continuo en el
tiempo es aquel cuyo modelo matematico es una ecuacién diferencial lineal, de orden n, de
coeficientes constantes, un sistema lineal de tiempo discreto es aquel cuyo modelo matematico
es una ecuacién diferencia lineal, de orden n, de la forma indicada por (6.11):

any(k) + an—1y(k — 1)+ ...+ aoy(k —n) = bpx(k) + bp_1x(k — 1) + ... + box(k — n)

Esta ecuacion relaciona los valores de la salida discreta y(k) con los valores de la entrada discreta
x(k), en los instantes k, (k — 1), ..., (k —n). La relacién entre Y (z), transformada z de la salida
y(k), vy X(z), transformada z de la entrada X (k), es la funcién de transferencia del sistema
discreto: Y(z) = G(2)X (2)

6.9.1. Filtros digitales

La implementacién de una ecuacién diferencia mediante un programa de ordenador es un
filtro digital. El computador genera los valores de la secuencia y(k) dados por la ecuacién di-
ferencia (6.11). Un filtro digital es, por naturaleza, un sistema discreto ya que las variables
de entrada y de salida son discretas (secuencias de numeros) y la relacién entre ambas es una
ecuacion diferencia.
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t (t t (€
<0 Ao X*() > G(9) YO Ao y*() o>
X(s) T X (9 Y T Y9

Figura 6.10: Sistema continuo muestreado

6.9.2. Sistemas continuos muestreados

La entrada a un sistema continuo de funcién de transferencia G(s) es una senal z*(t) mues-
treada con periodo 7', dada por (6.3):

2 (t) = i 2(KT)8(t — kT)
k=0

siendo z(t) una senal de tiempo continuo. A su vez, la salida y(t) se vuelve a muestrear, con
igual periodo, obteniéndose y*(t). Deseamos hallar la relacién entre la salida muestreada Y™*(s)
y la entrada muestreada X*(s) (figura 6.10). La transformada de Laplace de la salida y(t) es

y, por tanto,

Aplicando el teorema de convolucién,

y(t) = /0 ot — 7" (r)dr

Sustituyendo el valor de z*(t) dado por (6.3) resulta

o0

y(t) = / gt —1) x(KT)o(T — kT)dr
0 k=0

o ot
-3 / ot — PV (KT)S(r — KT)dr
k=00
= > gt — kT)x(kT) (6.16)
k=0
que es una senial continua. La salida y(¢) se muestrea, dando y*(t)

HOESY [Z g(nT — kT)x(kT)| 6(t — nT)

k=0

n=0
y, por tanto,

an

Yi(s)=Y(2) =) [Z g(nT — kT)x(kT)

k=0

n=0
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ahora, haciendo m = n — k queda

Y(2)=Zly®)] = D> glmT)a(kT)z"*m
m=0 k=0

= Z g(mT)z"" Z:B(kT)z_k

m=0 k=0
= G(2)X(2) (6.17)

En consecuencia,

Y7(s) = [X"(s)G(5)]" = G*(5) X" (5) (6.18)

es decir

o bien

Este resultado dice que dado un sistema de tiempo continuo, definido por su funcién de transfe-
rencia G(s), con entrada z*(t) obtenida mediante muestreo de periodo 7' de una sefial continua
x(t), y con salida continua y(t) que se muestrea con igual periodo T' para obtener y*(t) (figura
6.10), se comporta como un sistema discreto con funcién de transferencia G(z), siendo G(z) la
transformada z de la funcién ponderatriz g(t) del sistema.

6.9.3. Modelo de estado de tiempo discreto

El acercamiento al modelo de estado de tiempo discreto puede hacerse de diferentes maneras.
Una de ellas, que exponemos a continuacion, consiste en convertir el modelo de estado de tiempo
continuo, definido por (6.19), en discreto. El procedimiento que seguiremos consiste en discretizar
el tiempo, es decir, dividirlo en intervalos finitos, y hallar la solucién del sistema de ecuaciones
diferenciales (6.19) en cada intervalo [Ogata 87, cap2]. El problema de hallar la solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes

x = Ax + Bu

y =Cx+ Du (6.19)

es un resultado conocido de la teorfa de ecuaciones diferenciales (constltese por ejemplo [?]):

t
x(t) = A Ox(0) 4 [ AT Bu(rar (6:20)
to
La matriz
d(t) = eAt (6.21)

se denomina matriz de transicion. Por ser la funcién exponencial de la matriz At, estd definida
mediante la serie

o0 k
_ oA\ (A
o(t)=eM =) o (6.22)

k=0
y existen varios procedimientos para calcularla. Utilizando esta matriz, la ecuacién (6.20) se
puede escribir

t

x = ®(t — t9)x(0) + / ®(t — 7)Bu(r)dr (6.23)

to
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Yie1

Figura 6.11: Sistema continuo muestreado

Supongamos que la entrada al sistema descrito por descrito por (6.19) es un conjunto de senales
denotadas por u(t) y que cada una de estas senales es del tipo de la senal xj(t) representada
en la figura (6.4). Se trata pues de sefiales que proceden, posiblemente, de un proceso previo de
muestreo y retencion, con periodo 7T, de otras senales de tiempo continuo. Entonces se cumple

u(t) =u(kT), kT <t<((k+1)T, k=0,1,2,...

ya que el valor de las sefiales se mantiene constante en cada intervalo T'. Supongamos ahora que
las senales de salida que forman y(t) se muestrean con el mismo periodo T pero con un retraso
Ty, tal que 0 < Ty < T, respecto de la entrada u(k) (figura 6.11), de modo que los instantes de
muestreo de las senales de salida son t = kT + Ty, para k = 0,1,2,.... Denotemos por u; e yx
las secuencias de entrada y salida obtenidas. Sus valores son

u, =u(kT), yp =y(kT + Ty)

La férmula (6.20) nos permite obtener la solucién de la ecuacion diferencial del vector de estado
(6.19) en un intervalo cualquiera. Consideremos el intervalo [tx, tx+1]. En el mismo, las senales
de entrada u(t) son constantes y su valor es ug. Sea xj, el valor de las variables de estado en el
instante inicial ¢;. Entonces,

X(tpi1) = eABer1tR)x (1) 4 /t o A7) Bu(ty,)dr (6.24)
k
o bien, sustituyendo t; por KTy tx1 por KT + T,
x(kT +T) = e*Tx(kT) + /0 ! eATdr Bu(ty,) (6.25)
La salida, obtenida a partir de (6.19) y (6.25) es

Ty
y(k) = y(kT + Ty) = Ce*Tix(kT) + C / eATdr Bu(kT) + Du(kT)
0

Si hacemos

Y
I

T
T, B= / eMdrB
0

. . Ta
C = ce'v, D=cC / eA"drB+ D (6.26)
0
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el sistema discreto obtenido queda descrito por las ecuaciones

Xpyl = Axk—FBuk

N - 6.27
v = COxp+ Cuy ( )

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones de estado de tiempo discreto y constituyen el modelo de
estado, o interno, de tiempo discreto. Obsérvese que la matriz Aesla que hemos denominado
matriz de transicién ®(t) en (6.22), para t = T. Las matrices A, B, C'y D pueden hallarse
facilmente por calculo numérico a partir de la serie (6.22).
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Capitulo 7

Sistemas controlados por
computador

Los sistemas controlados por computador han cobrado creciente importancia en el mundo
industrial durante las ultimas décadas. El control digital sustituye con ventaja al analdgico
incluso hasta en las mas modestas aplicaciones [?].

En los sistemas de control por computador (figura 7.1) el controlador digital (uP) recibe
la secuencia de valores e(kT) = e*(t), muestreada de la senal continua e(t) y cuantificada por
un CAD, y realiza con ellos el algoritmo de control definido por la funcién D(z), obteniendo la
secuencia x*(t) = z(kT). Un CDA conectado a un elemento ZOH genera la senal continua z,(t)
que se aplica a la planta del sistema. En este tipo de sistemas hay que tener en cuenta la funcién

uP ZOH Planta
u e e X | 1-e5T| X, y

_,Q_Oi’o_. A/D D(2) D/A S G(9)

\

A

Figura 7.1: Sistema de control por computador

de transferencia del elemento de retencién ZOH tal como se ha representado en la figura 7.1. Si
la salida y(t) se muestrea, podemos considerar al conjunto formado por el elemento ZOH y la
planta como un sistema continuo muestreado. Estos dos bloques pueden asociarse formando en

ZOH Planta
X* _ _ST X *
o€ — > G(9) AN A >
s T

Figura 7.2: Bloques ZOH y planta

113
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uno cuya funcién de transferencia sea

1— efsT

S

Gi(s) G(s)

La relacién entre las transformadas z de las secuencias de salida y de entrada sera

Gi(z) = i/(iz))
siendo T « *
Gi(2) = Gi(s)| _ur [1_58 G(s ]T —(1-=z 1)[ S)Lew
es decir

La funcién de transferencia total del sistema en lazo cerrado se obtiene ahora con facilidad por
las reglas de simplificacién de los diagramas de bloques.
_ Y(z) _ D(z)G1(z2)

U(z) 1+ D(2)G1(z)

La funcién de transferencia T'(z) sirve para realizar la simulacién del sistema completo.

7.1. Estabilidad en el plano z

La estabilidad absoluta y relativa de un sistema lineal de tiempo invariante estd determinada
por la posicién de sus polos en el plano s: si estan ubicados en el semiplano de la izquierda, el
sistema es estable.

La transformada z es una transformaciéon conforme del plano s en el plano z dada por la
expresion:

Z=e€

Mediante esta transformacién la recta s = jw (eje imaginario) del plano s se transforma en un
circulo de radio unidad en el plano z. En efecto, aplicando la transformacién queda z = e/7
que es la ecuacién de un circulo de radio unidad (figura 7.3) en el plano z. La condicién de
estabilidad en el plano s es que la parte real de todos y cada uno de los polos sea negativa:

;<0 1=1,...,n

siendo o; la parte real de cada uno de los polos. En el plano z, esta condicion se transforma ya
que, si o0 < 0,

sT _ e(chr]w)T — echeij
implica
2] =T < 1

Por tanto, la condicién de estabilidad en el plano z es que los polos del sistema han de quedar
dentro de la circunferencia de radio unidad y de centro el origen del plano z.
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PLANO s

-2 -1 0 1 2

Figura 7.3: Transformacién z = e°

— C(5) —>» G5 —o—>»

H fe— |

Figura 7.4: Sistema con controlador analégico C(s)
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7.2. Diseno del controlador digital

En los sistemas controlados por computador el objetivo del diseno es hallar los algoritmos
que debe efectuar el computador para que el funcionamiento del sistema sea el adecuado. Existen
numerosos métodos de diseno basados tanto en la teoria clasica de funciones de transferencia
como en la teorfa moderna de variables de estado y control éptimo.

Los procedimientos que a continuacion se describen se basan en sustitucién de un controlador
analégico dado por otro digital, tal que su funcionamiento entrada-salida sea similar. En la figura
7.4 se ha representado un sistema con control analégico C'(s). El controlador analégico C(s) se
desea sustituir por otro digital D(z) obteniéndose el diagrama de bloques de la figura 7.5. Para
hacer que el funcionamiento entrada-salida del controlador digital D(z) sea lo mas parecido
posible al del analdgico C(s) al que sustituye existen varios procedimientos, de los que cuales
citamos algunos a continuacién [Ogata 87, sec. 4.2].

7.2.1. Equivalencia al muestreo y retencion.

Este método consiste en hacer que el funcionamiento en modo muestreado con retencién
de orden cero (ZOH) del controlador analdgico sea equivalente al del controlador digital por el
que va a ser sustituido (7.5). Para que el funcionamiento entrada-salida de ambos controladores

ZOH Controlador
) e ST | el x(0) )
Ao —> le > C(9) —o’ﬂ/o—|>
B9 T E@ S E(9 X T X(9

et) e X(t) X ()
Ao HAD | D@ DAl ot~
E(s) T E(9 X(s) T X(9

Controlador Digital

Figura 7.5: Sustitucién por equivalencia ZOH

sea equivalente, ha de ser igual la relacién X*(s)/E*(s) entre la salida muestreada y la entrada
muestreada. Es decir que

1— e—sT

]

S

cw|  —a-enz e

z=esT 8

D(z) = [

7.2.2. Invariancia al impulso

Al aplicar un impulso unitario a la entrada de ambos controladores, la salida del controlador
digital ha de ser igual a la salida muestreada del controlador analdgico. En este caso no existe
retencién de la senal de entrada en el controlador analdgico (7.6). Puesto que la entrada es un
tnico impulso, la entrada e(t) y la entrada muestrada e*(¢) son idénticas. La respuesta al impulso
es, para el primer controlador

X(s)=E*(s)C(s)
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Controlador
eft) () X(t) X (t)
Ao —pf  C(9) —c/ﬂ/o—|>
E(s) T E(@® X T X (9

t (t t (
O Ao Y Al b som POAEY
E(s) T E@® X(s T X(9

Controlador Digital

Figura 7.6: Sustitucién por invariancia al impulso

mientras que su respuesta muestreada es
X%(s) = [E*(s)C(s)]" = E"(s)C"(s)

Por tanto, para que la salida del controlador digital sea también X*(s), ha de verificarse que

de donde se deduce que

7.2.3. Invariancia al escalén

Al aplicar un escalén unitario a la entrada de ambos controladores, la salida del controlador
digital ha de ser igual a la salida muestreada del controlador analégico (7.7). En este caso la
respuesta al escalén del controlador analdgico es

Controlador
o) X(t) X (1)
— ¢ I—Ao—s
E(s) X T X(9

t (t t C(t
O A=Y dapl o b oAl A Y
E(s) T E( X T X(9

Controlador Digital

Figura 7.7: Sustitucién por invariancia al escalén
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La salida muestreada del controlador analégico sera

X*(s) = [10(5)} )

s
Como la salida del controlador digital ha de ser también X*(s), se deduce que

X() = BODE) = [gs] =200 (7.1)

pero la transformada z de la entrada escalén unitario es

z
Zle(t) = =
Sustituyendo en (7.1) queda
z 1
2 D) = 210

v la funcién de transferencia del controlador ha de ser

D(z) = 2= 72120 (s)]

z S

Obsérvese que se obtiene el mismo resultado que en método de equivalencia al muestreo y
retencién.

7.2.4. Integracién numérica

Este método consiste en implementar un algoritmo en el controlador que realice la integracién
numérica de la ecuacién integro diferencial del controlador analégico. Por ejemplo, para un
controlador de tipo PID, con funcién de transferencia

X(»)
E(s)

i

K,
C(S): :Kp+?+SKd

la salida se relaciona en el dominio del tiempo con la entrada por la ecuacion

de(t)
dt

z(t) = Kpe(t) + K; /Ot e(t)dt + Kq (7.2)

esta ecuacion se puede resolver numéricamente a través diferentes algoritmos, basados en utilizar
diferencias hacia adelante o diferencias hacia atras, regla trapezoidal para integrales, etc. Una
de las posibles ecuaciones diferencia que resuelven la ecuacién (7.2) es

B KT Ky KT 2K, Ky
.I‘(k)— (KP—FT—FT) €(k‘)— <KP—T+T> 6(1@‘—1)“‘76(]?_2)

7.2.5. Coincidencia de polos y ceros

Los polos y ceros del controlador digital se hacen coincidir con los polos y ceros del controlador
analégico mapeados en el plano z mediante la transformacién z = e*7.
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7.2.6. Transformacién bilineal
La transformacién
22—-1
s ==

Tz+1
se denomina transformacién bilineal y hace corresponder el semiplano de la izquierda del plano
complejo s con el interior del circulo de radio unidad en el plano complejo z. Se obtiene al utilizar
la regla trapezoidal en la integracién numérica de las ecuaciones diferenciales. El controlador
digital obtenido por este método es estable si su homélogo analdgico también lo es.

7.2.7. Métodos modernos de diseno.

En los sistemas actuales de control multivariable (MIMO) se utilizan técnicas de Disefio
Asistido por Ordenador de Sistemas de Control, CACSD (Computer-Aided Control System
Design), que facilitan el trabajo a los ingenieros de disenio de sistemas. Se han desarrollado
paquetes de Software de Automaética y Control que integran potentes herramientas para el
andlisis, simulacién y diseno de sistemas. De algunos de estos programas existen versiones para
ordenadores personales como, por ejemplo, MATLAB, CC, MATRIX, CTRL-C, SIMNON, etc
[Maltab, Control Toolbox].

En el aspecto del disenio se utilizan, ademas de los métodos clasicos del lugar de las raices y
los métodos graficos de respuesta de frecuencia, los métodos modernos, que permiten optimizar
el diseno en funcién de las especificaciones requeridas (control 6ptimo), realizar controladores
que se adaptan de forma automética al proceso que controlan (autosintonizados) etc., y son, por
tanto, de gran utilidad.
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